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مسائل الاستیسیتٍ صفحٍ ایبرای اجسا محذيد  ريش  
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 الاستیسیتٍ صفحٍ ایمقذمٍ ای بر  -7-1

دس ایي همذهِ دٍثبسُ سٍاثظ الاستیسیتِ سا وِ دس فػَل لجلی ثیبى ضذ، رْت استفبدُ ثشای تَسؼِ 

سِ دستِ  ائِ هیگشدد. هب ثبالوبًْبی رذیذ وِ دس عبلت ولی هیتَاًٌذ داسای ٍرَط هٌغٌی ّن ثبضٌذ، اس

 :ثِ غَست صیش آضٌب ضذین الاستیسیتِ غفغِ ایاص هؼبدلات دس 
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ّوشاُ ثب  ثشای عل یه هسبلِ دس الاستیسیتِ غفغِ ای، هؼبدلات ثبلا ثبیذ ثش سٍی ًبعیِ دٍثؼذی 

 ضشایظ هشصی هسبلِ اسضب ضًَذ.  
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ًبعیِ دٍثؼذی الاستیسیتِ غفغِ ای دس ئل هسب 7-1

 

 دس ایي عبلت هب ثب سِ ًَع ضشط هشصی هَارِ ّستین:

 ضشایظ هشصی ّوگي: -1
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 وِ دس آى:

jهَلفِ ّبی ثشداس یىِ ػوَد ثش هشص 

FSهشص ثذٍى تٌص 

DSلسوتی اص هشص وِ ربثِ ربیی ّب ثشاثش غفش ّستٌذ 

 سٍاثظ تؼبدل

وشًص-سٍاثظ تٌص  

غییشهىبىت-سٍاثظ وشًص  
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 ضشایظ هشصی ّوگي هخلَط)هیىس ضذُ(: -2
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ijحبثت ّبیی ًظیش سختی فٌش 

MS فٌشّب ٍ یب تىیِ گبُ ّبی لسوت ّبیی اص هشص وِ ضشایظ هیىس سٍی آى تؼشیف ضذُ اًذ ) هبًٌذ

 الاستیه(

 ضشایظ هشصی غیش ّوگي: -3
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 ػلاهت ثبس ًطبى دٌّذُ همبدیش هطخع وویت ّب است.

 ثِ غَست صیش فشؼ وٌین:ثشای یه هسئلِ خبظ عبل اگش ضشایظ هشصی سا 
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 :ضخبهت(tػجبست است اص) ایظ هشصی ثبلاثشای ایي هسئلِ ثب ضشاًشطی پتبًسیل 

7-1 
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احش  ش سٍی هشصّب فٌش ٍرَد داضتِ ثبضذ،اگش ثدّذ.  اًتگشال آخش احش فٌش دس هشصّبی الوبًْب سا ًطبى هی

 ضَد. اًشطی وشًطی دس ًظش گشفتِ هیثِ  ثب اضبفِ وشدى یه تشم فٌشّبی سٍی هشص ثبیذ

ثیبى دس عبلت ولی دس فػَل لجل هَسد ثشسسی لشاس گشفت ٍ فشم تبًسَسی آى ًیض  U تبثغ اًشطی وشًطی

ٍ هتغیشّبی  x  ٍyثشای هتغیش هستمل  ،حبثت ثبضذt ٌّگبهیىِ هسبئل الاستیسیتِ دٍثؼذی ٍضذ. دس 

 :داسین u  ٍvٍاثستِ 
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

    

 وشًص، تٌص ّب سا ثش عست وشًص ّب دس عبلت تٌص هسغغِ ثیبى هی وٌین:-ثِ ووه سٍاثظ تٌص
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 وشًص ّب سا ًیض ثش عست تغییشهىبى ّب هی ًَیسین:
 

 
2

2 2

2

1
2

2(1 ) 2
x y x y y x

Et
U u v u v u v dxdy







 
     
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لت وشًص هسغغِ ساثغِ ثبلا ثشای عبلت تٌص هسغغِ ثذست آهذ، عبل اگش ثخَاّین ساثغِ سا دس عب

ىشاس هغبسجبت ًیست ٍ ثب تجذیل سبدُ گفتِ ضذُ دس ثبلا هی تَاى ایي وبس سا داضتِ ثبضین لاصم ثِ ت

 غَست داد.

لاصم ثِ روش است وِ اص فشم تبثغ اًشطی پتبًسیل هی ضَد دسیبفت وِ هسئلِ الاستیسیتِ غفغِ ای اص 

Cًَع 
 هیشٍین. الاستیسیتِ غفغِ ایدس  دس عبلت ولی  بثب ایي آضٌبئی اص لجل ثِ سشاؽ الوبًْهی ثبضذ.  0

 

 ريابط کیىماتیک برای تحلیل اجسا محذيد مسائل تىص مسطحٍ ي کروص مسطحٍ 7-2

سٍاثظ اسبسی  سٍاثظ ویٌوبتیه ثشای تغلیل ارضا هغذٍد هسبئل تٌص هسغغِ ٍ وشًص هسغغِ

اثظ ثشای استفبدُ دس سٍش ارضاء ّستٌذ. لزا ثب هشٍس دٍثبسُ سٍاثظ فػَل لجل سؼی دس یبدآٍسی ایي سٍ

 هغذٍد داسین.

 :داسینثب تَرِ ثِ تؼشیف وشًص 

 

 

 

 

 

تٌص ّب . هبتشیس اپشاتَس خغی است [L]وِ دس آى 

وِ لجلا ثذست آهذ ثِ تٌص ّب هشثَط هی ضًَذ. دلت داسین وِ  [D]ًیض تَسظ هبتشیس الاستیسیتِ

 ٍت است.ایي هبتشیس ثشای عبلات تٌص هسغغِ ٍ وشًص هسغغِ هتفب

    C   

 عبل اگش تَاثغ تغییشهىبى دس داخل ّش الوبى ثِ غَست صیش تمشیت صدُ ضًَذ:
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هؼبدلات وست ضذُ دس لجل سا دس داخل ساثغِ اًشطی وشًطی ربیگضیي وشدُ ٍ اًشطی وشًطی سا ثشای 

 یه الوبى هغبسجِ هی وٌین:
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}دلت داسین وِ  }e هستمل اص,x y.است 

 

ٍرَد 1-7دس ساثغِ  دس ایي رب فشؼ هی ضَد وِ ضشایظ هشصی ّوگي ّستٌذ، پس دٍ اًتگشال آخشی

 ًیض ػجبست است اص: رشهیًخَاٌّذ داضت. تشم هشثَط ثِ ًیشٍّبی 
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 پس داسین:
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 ساثغِ ثبلا دس ٍالغ وبس اًزبم ضذُ تَسظ ًیشٍّبی ثذًی یب ّوبى اًشطی پتبًیسل ًبضی اص آى ّب است.

 ل هی تَاى اًشطی پتبًسیل ول الوبى سا ثِ غَست صیش ثیبى وشد:عب
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 ثِ ووه عسبة تغییشات:
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 المان َای چُار ضلعی ایسي پارامتریک  -7-3
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ِ الوبًْبی ایضٍپبساهتشی دس هغیظ تٌص ٍ یب وشًص هسغظ سا لذم تَسؼولی ثشای  ایي لسوت پشٍسِدس 

 ثِ لذم تَضیظ هی دّین.  

 ایسيپارامتری المان َای چُار ضلعی چُار گرٌ ای  7-3-1

 دّذ. ًطبى هی الوبى اغلی ثْوشاُیه الوبى صْبس ضلؼی سا ضىل صیش 

 
 پبساهتشیه الوبى ّبی صْبس ضلؼی ایضٍ 2-7ضىل 
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 تَاى ثػَست صیش ًَضت: تجذیل هختػبت سا ّن هی
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 سا ثشای هتغیشّبی ٍاثستِ ثػَست صیش ًَضت: تمشیت تغییشهىبى ّب
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x,تَرِ ضَد وِ y تَاثغ خغی ثش عست,s t ِدس الوبى  لجِ ّبی هستمین هختػبت هغلی تَرِ ضَد و

ایي تجذیلات  ثب هستمین ثبلی هی هبًٌذ.ّب ّوضٌبى  ایي لجِالوبى خویذُ پس اص تجذیل  دسٍ هبدس 

تَاى ثشای ّوِ ًَع الوبى  ثبضذ ٍ هی تَاى ثِ سشاؽ ایزبد ایي الوبى سفت. پشٍسِ ایزبد الوبى ولی هی هی

 ىبس ثشد. ایي پشٍسِ سا ثغَس وبهل ثشای الوبى ثؼذی خَاّین آٍسد.ایي پشٍسِ سا ث

 

 صفحٍ ای(الاستیسیتٍ )پارامتری  المان َای چُار ضلعی َطت گرٌ ای -7-3-2   

ثش سٍی الوبى ّبی ایضٍپبساهتشیه غَست  ای  گشُ ی ّطتدس ایي رب یه ثغج دلیك ثشای ایي الوبى ّب

 هی گیشد.

 
 الوبى ّبی صْبس ضلؼی ّطت گشُ ای پبساهتشی 3-7ضىل 

 ػجبستٌذ اص: ای ثشای الوبى ّطت گشُتَاثغ ضىل دس هختػبت هغلی 
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 ثب اًتخبة تجذیل هختػبت صیش:
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 تغییشهىبى ّب ًیض اص سٍاثظ صیش ثذست هی آیٌذ:
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ثخص لجل ٍ دس ًتیزِ هؼیبسّبی  پیَستگیثشای تغییشهىبى ّب ٍ هختػبت ّب ضشایظ ثبلا ّش دٍ هؼبدلِ 

 ّوگشایی سا اسضب هی ًوبیٌذ.
 

 المان جُت محاسبٍ ماتریس سختی مطخصات -7-3-2-1

سا ثِ غَست  ثبضذ ای وِ داسای ضبًضدُ دسرِ آصادی هی ی هستمل ثشای الوبى ّطت گشُ تغییشهىبى ّب

 صیش ثیبى هی ًوبیین:
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 



 



 
 
 
 
 

    
    

     
 
 
 
 
 

  

 

 

   
 

  
 
 

1

1

2

231 2

3 31 1 2 2

8

8

3 1 3 16 16 1

0 . . .

0 0 0 . . .
.

.
. . .

{ } [ ] { }

u

v

u

vNN N

y y y

N NN N N N

y x y x y x u

v

B   

 
 

   
   
   
    

  
     

      
  

        
 
 



 

s,ّب تبثؼی اصiNاهب  tّوضٌیي ٍ,x y ًیض تَاثؼی اص,s t :ّستٌذ پس ثِ ووه لبػذُ صًزیشُ ای داسین 
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هبتشیس J  هبتشیس طاوَثیي ًبهیذُ هی ضَد ٍ هی تَاًذ ثِ غَست غشیظ ثش عست هختػِ ّبی

s,هغلی t  ّوضٌیي ٍ,i ix y  هغبسجِ گشدد. سوت صپ هؼبدلِ ثبلا ّوضٌیي هی تَاًذ ثب استفبدُ اص

 تَاثغ ضىل ثذست آیذ.

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثب هؼىَس وشدى هبتشیس J :داسین 
 

1

11 121

21 22

[ ]

[ ] [ ]

i i

i i

N N

x s
J

N N

y t

I I
J I

I I





   
      

   
    

     

 
  
 

 

[ ]

i i i

i i i

i ii

i ii

N N Nx y

s x s y s

N N Nx y

t x t y t

N NN x y

x xs s s
J

N NN x y

y yt tt

   
 

    

   
 

    

         
               

       
         

               

8 8

1 1

8 8

1 1

1 1

2 2

31 2
3 3

2 8

31 2

8 8

[ ]

. . .

[ ] . .

. . . . .

. .

i i
i i

i i

i i
i

i ii

i i
i i

i i
i i

N Nx x
x x

s s t t

N Ny y
y y

s s t t

N N
x y

s s
J

N N
x y

t t

x y

x y
NN N x y

s s s
J

NN N

t t t

x y

 

 



  
 

   

  
 

   

  
  

  
  

   





   
    

  
  

    



 

 

 

 







 
 
 
 
 


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 ٍ ثؼذ خَاّین داضت:

1 1

2 2

3 3

4 4

25 5

26 6

(1 )(2 ) / 4 (1 )(2 ) / 4

(1 )(2 ) / 4 (1 )(2 ) / 4

(1 )(2 ) / 4 (1 )(2 ) / 4

(1 )(2 ) / 4 (1 )(2 ) / 4

(1 )    (1 )

(1 ) / 2   

N N
t s t s t s

s t

N N
t s t s t s

s t

N N
t s t s t s

s t

N N
t s t s t s

s t

N N
s t s

s t

N N
t

s

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
     

 

 
 



27 7

28 8

(1 )

(1 )     (1 ) / 2

(1 ) / 2 (1 )

t s
t

N N
s t s

s t

N N
t t s

s t

  


 
    

 

 
     

 

 

ّوضٌیي ثبیذ تَرِ وشد وِ  detdxdy J dsdt . 

تَرِ ضَد وِ 
( , )

det
( , )

x y
J

s t





x,تجذیل هطتمبت ثش عست  y ًِسجت ث,s t .سا ثیبى هی وٌذ  

 

}{]}[{اوٌَى ثِ ساثغِ   Bثبص هی گشدین ٍ هبتشیس[ ]B .سا هغبسجِ هی وٌین 

 

, ,11 12

, ,21 22

11 1, 12 1,

21 1, 22 1,

21 1, 22 1, 11 1, 12 1, 2 2

0 . . .

[ ] 0 . . .

. . .

i x i s

i y i t

s t

s t

s t s t

N NI I

N NI I

I N I N same same

B I N I N with with

I N I N I N I N N N

    
    
    

 
 

  
   
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 تٌص ّب دس عبلت هسغغِ ًیض ػجبستٌذ اص:

 

2

{ } [ ]{ }

1 0

{ } 1 0
(1 )

1
0 0

2

{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }

xx xx

yy yy

xy xy

C

E

C C B

 

  

   


  

  



 
    
    

     
        

 

 

 

 ماتریس سختی -7-3-2-2

 د:َض هیثِ غَست صیش هغبسجِ  ایي الوبى ثب تَرِ ثِ تجذیلات ثبلا هبتشیس سختی

16 16 16 3 3 3 3 16[ ] [ ] [ ] [ ]

det[ ]

T

A

k t B C B dxdy

dxdy J dsdt

   



  

 عذٍد اًتگشال ًیض ثب تَرِ ثِ استفبدُ اص هختػبت عجیؼی ػجبست است اص:

7-2 1 1

16 16 16 3 3 3 3 16

1 1

[ ] [ ] [ ] [ ] det[ ]Tk t B C B J dsdt   

 

   

16همذاس 3 3 3 3 16[ ] [ ] [ ] det[ ]TB C B J   دس اًتگشال ثبلا یه تبثغ پیضیذُ اص,s t  است. اگشصِ عذٍد

s,اًتگشال سبدُ است ٍلی دس ٌّگبم اًتگشال گیشی ثش عست t  ِهوىي است ثب یه تبثغ پیضیذُ هَار

دلیك غَست ًذ ثػَست تَا هبتشیس سختی هیاًتگشال گیشی ثشای الوبًْبی سبدُ )هستمین( ضَین. 

 دس ایي رب هغشط هی گشدد.ًیض ثغج اًتگشال گیشی ػذدی ٍلی لضٍم ثگیشد، 
 

  Jدترمیىان ماتریستًضیح در مًرد  -7-3-2-3      

ًگبضت هب یه ثِ یه است صهبًی اتفبق هی افتذ وِ  ،ضشایغی وِ دس آى ثشای لجِ ّبی هٌغٌی الوبى

ػلاهت دتشهیٌبى J ِدس توبم ًمبط هَرَد دس للوشٍ عل یؼٌی غفغ,s t  .پیضیذگی ّبی تغییش ًىٌذ

 ضًَذ.   Jضذیذ هوىي است سجت تغییش ػلاهت دتشهیٌبى هبتشیس

  

 جرمیویريَای  -7-3-2-4      

x,)عزوی( ثب ضذت رشهیفشؼ وٌیذ وِ ًیشٍّبی  yp p ِدس ٍاعذ عزن ًیض دس هسبلِ ٍرَد داضت

 ثبضٌذ.










y

x

p

p
p}{  

دس الاستیسیتِ غفغِ ای وبس اًزبم ضذُ تَسظ p :ػجبست است اص 
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 

 

 

1 2 3 4 16

1 1 2 2 8 8

{ } { }

{ } [ ]{ }

{ } [ ] { } { } { }

{ } . .

{ } . .

x T

yA A

T T T

b

A

T

b b b b b b

T

p
W t u v dA t U p dA

p

U N

W t N p dA f

f f f f f f

u v u v u v



 



 
  

 



 





 

  

 

 ثشای ثبس حملی داسین:
0x

y

p

p 



 
 

.ٍصى ٍاعذ عزن هَاد است 

}ثشداس ثبس سبصگبس }bf :اص اًتگشال صیش ثذست هی آیذ 
1 1

1 1

{ } [ ] { }det[ ]T

bf t N p J dsdt

 

 

    

 ثشای ثبس ّبی حبثت ًیض خَاّین داضت:

1 1

1 1

{ } { } [ ]det[ ]T

bf t p N J dsdt

 

 

  
 

 رَاة دلیك اًتگشال ثبلا هی تَاًذ تَسظ هغبسجبت دستی ثذست آیذ.

ٌگبهیىٍِلی ّ  p  ٍ حبثت ًیست ثبیذ اثتذا آى سا ثِ غَست صیش ثش عست همبدیش گشُ ای ثیبى وشد

 سپس اًتگشال گیشی سا اًزبم داد.
8

1

x i xi

i

p N p


 

8

1

y i yi

i

p N p


 
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 تىص مرزی مطخص )ضرایط مرزی تىص( -7-3-2-5      

 لِ تٌص ّبی هشصی ػجبست است اص:وبس اًزبم ضذُ ثِ ٍسی

{ } { } { }

T

T

T i i

S

xT T

T s

yS

W t Tu ds

p
W t U ds f

p




 
  

 




 

}دس ساثغِ ثبلا  }sfٍ ثشداس ثبس ثِ ػلت تٌص ّبی هشصی است,x yp pتٌص دس رْبت,x y  ثش سٍی هشص سا

 ًیض لسوتی اص هشص است وِ تٌص ّب دس آى رب هطخع اًذ. TSدس دستگبُ ولی ثیبى هی وٌٌذ. 

}ثشداس تغییشهىبى  }U:ًیضاص ساثغِ صیش ثذست هی آیذ 

  { } SU N  

 SN ًِیض هبتشیسی ضجیِ ث N  ِتؼشیف هی ضَد.هشص هَسد ثشسسی همبدیش آى ثش سٍی  و 

ثت ًجَدى ثبیذ ثش عست همبدیش آى ثش سٍی گشُ بّوبًغَس وِ لجلا ّن روش ضذ ثشداس تٌص سا دس غَست ح

ثِ عَس هخبل دس هَسد ضىل صیش تَاثغ ضىل هَسد  ّبیی وِ احش هی وٌذ ثش عست تَاثغ ضىل ثیبى ًوَد.

 اص: ػجبستٌذ s=1 دس هشص ی افمیشای ثیبى تٌص ّبثًیبص 

)1(
2

)1()1(
2

3
2

62 t
t

NtNt
t

N   

 
 تٌص هشصی دس ٍرِ الوبى ّبی صْبس ضلؼی ّطت گشُ ای پبساهتشی 4-7ضىل 

 

 

x, u 

y, v 

4 3 

2 

1 

s 
8 

7 

6 

5 
1 

t 

s=+1 

px 

3 

2 px2 

px3 

px1 

 i  گشُ ّبی هشصی هَلتب اختػبظ دادُ ضذُ  
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2

2

2 3 6 3

2 3 6 3

6

6

0 0 0

0 0 0

u

v

N N N uu

N N N vv

u

v

 
 
 
     

    
     

 
 
  

 

 :دس هشص داسین تجذیل هختػبتثب 

2 2 3 3 6 6

2 2 3 3 6 6

{ } [ ]{ }s sU N

x N x N x N x

y N y N y N y



  

  

 

 :تَاى ثػَست صیش ًَضت هشص سا هیثشای تٌص دس  xpتمشیت

2 1 3 3 6 2x x x xp N p N p N p   
 

 ًیض ػجبست است اص:دس هشص دیفشاًسیل عَل 
2 2dS dx dy  

 

x,اهب ثبیذ دلت ضَد وِ yدس هؼبدلات ثبلا تبثؼی اصt صیشا دس ٍرِ  ّستٌذ(تٌْب 2-6-3t  )تغییش هی وٌذ

 ثٌبثشایي هی تَاى ًَضت:
1

2 2 2x y
dS dl dt

t t

     
      

      

 

 داسین: 2-6-3تَرِ ضَد وِ دس ٍرِ 
x dx

t dt





 

 ًیض داضتین.ػلاٍُ ثش ثبس تٌص افمی دس رْت لبئن تٌص هشصی ثِ ّویي ضىل اگش ثبس 

2 1 3 3 6 2y y y yp N p N p N p    

 

 

 

 

 



16 

 

1

1

32 3 6

32 3 6

2

2

1
2 21 2

1

1

2

0 0 0

0 0 0

{ } [ ]{ }

{ } [ ] [ ]{ }

{ } [ ] [ ]{ }

X

y

x X

y y

X

y

S i

s T s T s i

T

at s

s T s i

s

p

p

p pN N N

p pN N N

p

p

p N p

x y
W t N N p dt

t t

x y
f t N N p

t t








 
 
 
      

    
    

 
 
  



     
     

      

   
   

   



 

1
21 2

1

1

3 4 5 6 11 12{ }

at s

T

s s s s s s s

dt

f f f f f f f







 
 

  





 
 

ٍرَُ دیگش ًیض ثِ وبس ثشدُ ضَد. ّویي فشایٌذ هی تَاًذ ثشای دس غَست ٍرَد ثبس دس ٍرَُ دیگش الوبى، 

s,فمظ ثبیذ ثِ حبثت ثَدى t .ثش سٍی ثؼضی ٍرَُ دلت ًوَد 
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  اوتگرالگیری عذدی -7-4

)عرل  هوىري اسرت ثرِ غرَست تغلیلی    بسرجِ هربتشیس سرختی ٍ ثرشداس ثربس      ثرشای هغ اًتگشال گیرشی  

1ثستِ
ایري سٍش هوىري اسرت     ٍ ثِ ووه اسرتفبدُ اص یره ررذٍل اًتگرشال گیرشی غرَست ثگیرشد.        )

سٍش دیگررشی وررِ خػَغررب دس عرربلاتی وررِ اًتگررشال خیلرری آسرربى ًجررَدُ ٍ یررب خیلرری صهرربًجش ثبضررذ. 

اسررتفبدُ اص سٍش اًتگررشال گیررشی  ،س ثگیررشدضررىل پیضیررذُ ای داسد هوىرري اسررت هررَسد اسررتفبدُ لررشا

سٍش ٍ   2سٍش ًیررَتي اص هیرربى سٍش ّرربی هَرررَد دس اًتگررشال گیررشی ػررذدی،     ػررذدی اسررت. 

  .دّینلشاس هی  ثشسسیهَسد  هختػشادس ایي رب  سا استاص سٍش ّبی هشسَم  وِ 3گَس

 

 

ريش ویًته برای اوتگرالگیری عذدی 7-4-1  

غررل هسرربٍی ٍ داًسررتي ایرري ًمرربط تمسررین ثررِ ػٌررَاى دادُ  دس ایرري سٍش ثررب تمسررین داهٌررِ ثررِ فَا

پررشداصین. ثررشای یرربفتي سررغظ صیررش  هسررئلِ ثررِ سررشاؽ یرربفتي سررغظ صیررش هٌغٌرری داخررل اًتگررشال هرری

اًتگررشال اثتررذا همرربدیش ترربثغ داخررل اًتگررشال سا دس ًمرربط تمسرریوی هغبسررجِ ًوررَدُ ٍ سررپس یرره    

سرربس ایرري هٌغٌرری تمشیجرری هغبسررجِ ٍ عبغررل اًتگررشال سا ثشا هٌغٌرری اص تورربم ایرري ًمرربط گزساًررذُ

ای اص  تررَاى یرره صٌررذ رولررِ ًمغررِ هرری nثررب داًسررتي همرربدیش ترربثغ داخررل اًتگررشال دس  ًورربئین. هرری

  ًبهین. سا تطىیل داد. ایي سٍش سا سٍش ًیَتي هی n-1دسرِ 
 

 ريش گًس برای اوتگرالگیری عذدی 7-4-2

داًستي ایي ًمبط ثِ ػٌَاى دادُ هسئلِ،  ٍ ایي سٍش ثزبی تمسین داهٌِ ثِ فَاغل هسبٍی دس اثتذا دس 

 ثبضٌذ. ًوبئین، ّن هزَْل هسئلِ هی خَد ایي ًمبط وِ همذاس تبثغ داخل اًتگشال دس آًْب سا هغبسجِ هی

   تَاى ًَضت: دس ایي سٍش هی

7-3 1

11

( ) ( )
n

i i

i

I f s ds H f s





  

ًمغِ nثشایثبضٌذ.  هی هختػبت ًمبط گَسی isحبثت ٍصًی iHٍتؼذاد ًمبط گَسی،nدس سٍاثغِ ثبلا  

) هزَْل2nاًتگشالگیشی، هب , )i iH s  ٍ 2تشتیت یه صٌذ رولِ ای دسرِ ذیيثداسین 1n تَاى اص  سا هی

ّوِ ایي ًمبط گزساًذ تب رَاة دلیك اًتگشال هغبسجِ ضَد. ثشای ایي صٌذرولِ ای ایي سًٍذ هٌزش ثِ 

)2ایزبد خغبیی اص هشتجِ )nO    ِاگش هی گشدد. دس ًتیز( )f s 2دس رِ یه صٌذرولِ ای 1n ،ثبضذ 

 ًمغِ گَسی لاصم است تب رَاة اًتگشال دلیك ثبضذ.  nعذالل  ،ثشای هغبسجِ اًتگشال

                                           
1
 Closed Form 

2
 Newton-Cotes Quadrature 

3
 Gauss Quadrature 
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+1 1=-0.774597 

H1=0.55556 

2=0.000 

H2=0.88889 

1=+.774597 

H1=0.55556 

f(1) 

f(2) 

f(3) 

I=0.55556f(-0.774597)+0.88889f(0.000)+0.55556f(+0.774597) 

-1 

سٍش گَس سٍش هَحشتشی ٍ داسای دلت ثیطتشی دس همبیسِ ثب سٍش ًیَتي هی ثبضذ لزا ثشای تؼذاد 

ثبضذ. ثِ ّویي دلیل سٍش گَس  ًمبط اًتگشالگیشی ثشاثش ایي سٍش دس هغبسجِ ػذدی اًتگشال ثػشفِ هی

 ثشای سٍش ارضاء هغذٍد وبسثشد داسد.دس هغبسجِ ػذدی اًتگشال 

دس خػَظ تؼذاد ًمبط اًتگشالگیشی دس سٍش گَس هسلن است وِ وبسثشد تؼذاد ثیطتش ًمبط گَسی دس 

هغبسجِ ػذدی اًتگشال سجت افضایص دلت اًتگشالگیشی هی گشدد. اص عشف دیگش تؼذاد ًمبط ون 

شالگیشی هوىي است ثبػج دلت ًبوبفی دس هغبسجِ گشدد ٍ یب عتی اًتگشالگیشی سا اهىبًپزیش ًسبصد. اًتگ

 ثشًذ وِ ضشط دادُ خَاّذ ضذ.  اص ایي عبلت ثب عبلت ًبپبیذاسی ًبم هی

 تبثغ داخلفشؼ وٌیذ وِ تَاًذ تؼذاد ًمبط اًتگشالگیشی سا هؼیي ًوبیذ.  دسرِ تبثغ داخل اًتگشال هی 

  .ثبضذ وِ هیخَاّین ثػَست ػذدی ایي اًتگشالگیشی سا اًزبم دّین 5دسرِ یه صٌذرولِ ای  صااًتگشال 

ٍصًی هتٌبظش ثب  حبثتًمغِ گَسی ٍ  3ثب داضتي  5یه صٌذرولِ ای دسرِ هغبثك ضىل صیش ثشای هخلا 

خَاّذ داضت. یب هخلا  عبغل آى ّب رَاة دلیك
1

1

( ) a bs ds


ثِ رَاة مغِ ای داضتي گَس ته ً بث

ٍ  دلیك هی سسذ
1

2

1

( ) a bs cs ds


  ًیبص ثِ دٍ ًمغِ گَسی داسد. لاصم ثِ روش است وِ اگش هخلا ثشای

هغبسجِ 
1

1

( ) a bs ds


 اص دٍ ًمغِ گَسی ثْشُ ثگیشین ثبص ثِ رَاة دلیمی وِ تَسظ یه ًمغِ گَسی

 هی سسین. ،ثذست آٍسدُ ثَدین

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اًتگشالگیشی ػذدی ثب سِ ًمغِ گَس 5-7ضىل 

ای هی تَاى الذام ثِ  دس هغبسجِ ضشائت ثب استفبدُ اص یه سشی ػولیبت سیبضی ٍ تؼییي تبثغ صٌذ رولِ

اص رذٍل ریل هی تَاى هختػبت ًمبط گَسی ٍ حبثت ّبی ٍصًی هشثَعِ سا  عل ایي هسئلِ ًوَد.

 ثشعست تؼذاد ًمبط اًتگشالگیشی ثذست آٍسد.
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 هختػبت ًمبط گَسی ٍ حبثت ّبی ٍصًی ثشعست تؼذاد ًمبط اًتگشالگیشی 1-7رذٍل

 
 

)توشیي: اػذاد هشثَط ثِ سدیف اٍل ٍ دٍم ٍ سَم رذٍل 1, 2, 3)n n n    سا اص ساُ احجبت سیبضی

 ثذست آٍسیذ.

 

 اوتگرال گیری عذدی گايس بر ريی یک مستطیل  7-4-3   

 دس فضبی داسین: دس اًتگشالگیشی دٍ ثؼذی

7-4 1 1 1

1 1 11 1 1

( , ) ( , ) ( , )
n n n

i i i j i i

i i j

I f s t dsdt H f s t dt H H f s t

  

    

      

3nثِ عَس هخبل دس هَسد   ثبص اص ّوبى رذٍل لجل استفبدُ هی وٌین. دس ایي عبلت ًیض رَاة ثشای

s,دس ّش ساستبی 5صٌذرولِ ای ّبی دسرِ  t  .ًمغِ گَسی ثِ عَس هخبل اگش ثخَاّین ثب سدلیك است ِ

همذاس 
1 1

1 1

[ ] [ ][ ]det[ ] TB C B J dsdt
 

  سا ثشای سسیذى ثِ هبتشیس سختی الوبى[ ]K  .هغبسجِ ًوبیین

)ثبیذ همذاس , ) [ ] [ ][ ]det[ ]Tf s t B C B J  سا دس سِ ًمغِ گَسی هغبسجِ ًوبیین ٍ ثب ضشة آى دس حبثت

 ّبی ٍصًی ثِ هغبسجِ اًتگشال ثپشداصین.
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s 

t 

ًمغِ 9  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ًمغِ اًتگشالگیشی 9اًتگشالگیشی دٍ ثؼذی ثب  6-7ضىل 
 

 دس عبلت سِ ثؼذی ًیض سٍش گَس ضبهل سِ سیگوب ٍ سِ حبثت ٍصًی خَاّذ ثَد. 
 

 تًضیح در مًرد اوتگرال گیری عذدی  7-4-4

اص  تبدد گش ثبضذ، تَغیِ هی وِ ثش اسبس تغییش هىبى هیدس عبلت ولی ثشای الوبًْب دس هذل ارضاء هغذٍد 

اًتگشالگیشی وبهل استفبدُ گشدد. اًتگشالگیشی وبهل یؼٌی عبغل اًتگشالگیشی ثِ سٍش ػذدی ثشاثش 

لاصم ثِ روش است وِ  گشدد ثب عبغل عل تغلیلی اًتگشال ثشای عبلتی وِ اًتگشال لبثل هغبسجِ ثبضذ.

 ظ الوبًْبی هٌغٌی  ثبضذ. دس خػَ پزیش هی عل تغلیلی اًتگشال فمظ ثشای الوبًْبی هستمین اهىبى

ثبػج هغبسجِ وبهل اًتگشال ثشای الوبى ًخَاّذ  1-7ثش اسبس رذٍل استفبدُ اص اًتگشال گیشی ػذدی 

ضذ. خغبی عبغلِ ثب ثىبسثشدى تؼذاد وبفی ًمبط اًتگشالگیشی ثشای الوبًی وِ داسای اًغٌبی صیبد یب 

ت ثشای الوبًْبئی وِ داسای اًغٌبء صیبد . لزا دس ایي عبلٍاپیضیذگی صیبد ًجبضذ، لبثل لجَل خَاّذ ثَد

ثشای الوبًْبی دٍ ثؼذی تٌص  2-7تَاى هطبثِ الوبًْبی ثذٍى اًغٌب ثش اسبس تَغیِ رذٍل ًجبضٌذ هی

ٍوشًص هسغظ ٍ الوبى هتمبسى هغَسی ػول وشد. دس عبلت الوبًْبی ثب اًغٌبء صیبد ٍیب آًبلیضّبی غیش 

 بدُ ًوَد.ثبیذ اصتؼذاد ًمبط گَسی ثیطتشی استف خغی

دس ًْبیت استفبدُ اص اًتگشال گیشی ػذدی ثِ ربی اًتگشال گیشی دلیك هوىي است هٌزش ثِ ایزبد 

خغبّبیی گشدد وِ هب دس لذم اٍل ثِ دًجبل وبّص ایي همبدیش خغب تب عذ هوىي ّستین وِ ایي وبس 

ی وِ اربصُ ثِ غشفِ ًجبضذ. ثٌبثشایي هلاعظِ ثشای عذالل ضشایظ اًتگشال گیش هوىي است خیلی

 ّوگشایی سا دّذ، ثبیذ دس ًظش گشفتِ ضَد.

داخل اًتگشال یه صٌذ رولِ ای ًجبضذ اهب ًسجت دٍ صٌذرولِ ای ثبضذ سٍش گَس هٌزش  ػجبستاگش 

ثِ یه رَاة تمشیجی هی گشدد. عبل ّش صِ تؼذاد ًمبط گَسی ثیطتشی دس ًظش گشفتِ ضَد دلت ثْجَد 

 سوت رَاة دلیك هوىي است ثِ غَست یىٌَاخت ًجبضذ. خَاّذ یبفت. دس ایي عبلت ّوگشایی ثِ
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 تَغیِ ًمبط اًتگشالگیشی ثشای الوبًْبی تٌص ٍ وشًص هسغظ ٍ هتمبسى هغَسی 2-7رذٍل 

 تؼذاد ًمبط           ًَع الوبى                  .

 
 

زِ هشتجِ ًتیثِ ٍرَد ثیبیذ وِ ثب اًتگشال گیشی ػذدی هبتشیس سختی تىیي یب غیشػبدی هوىي است 

. دس عبلت ولی عذالل ثبیذ تؼذاد پبییي اًتگشال است، وِ سجت غیش ػولی ضذى اًتگشال گیشی هی ضَد

هسبٍی اص  ثِ ایزبد تؼذادی سٍاثظ غیشهستمل ثضسگتش هٌزش ثِ اًذاصُ ای ثبضذ وِ ًمبط اًتگشال گیشی 

 .تؼذاد ول هزَْلات ضًَذ

غِ ای وِ لجلا هَسد ثغج لشاس گشفت سا دس ًظش ثگیشین. اگش دٍثبسُ الوبى ایضٍپبساهتشی ّطت گشُ ای غف

ثب اًتگشال گیشی  وِ است 16×16 هبتشیس سختی ایي الوبى وِ یه هبتشیس

]اصػجبست ] [ ][ ]det[ ]TB C B J  256دسایِ اص  136ثذست هی آیذ. ثب تَرِ ثِ هتمبسى ثَدى هبتشیس تٌْب 

)داسیِ ّب ثِ غَستّش وذام اص ایي دسایِ هتفبٍت اص یىذیگشًذ.  , )f s t  سغظّستٌذ ٍ ثبیذ ثش سٍی 

ًمغِ ای  pتگشال گیشی ضًَذ. دس ثشًبهِ ًَیسی وبهپیَتشی یه لبًَى اًتگشال گیشیالوبى اً

]ذ هغبسجِپبس دس هیبى یه علمِ اًتگشال است. ّش پبس ًیبصهpًٌیبصهٌذ ],det[ ]B J  دس هختػبت

]هغبسجِ عبغلضشة ٍ ّوضٌیي ًمبط گَسی است،  ] [ ][ ]det[ ]TB C B J  ضشة آى دس حبثت ّبی ٍ

]ٍصًی. ّش پبس یه سْوی اص هبتشیس ]K ِسا تطىیل هی دّذ ٍ ٌّگبهیىp  توبم ضذ پبس هَرَد
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]هبتشیس ]K  ثِ غَست وبهل هغبسجِ ضذُ است. ٍاضظ است وِ ایي ػولیبت ّضیٌِ هغبسجبتی ثبلایی سا

 دس ثش داسد.

]ثشای یه الوبى ثب ضىل ولی ّشوذام اص دسایِ ّبی هبتشیس ] [ ][ ]det[ ]TB C B J  خبسد لسوت دٍ صٌذ

)رولِ ای ثش عست , )s t .1صٌذرولِ ای دس همسَم ػلیِ اص همذاس است[ ]J   ًبضی هی ضَد ٍلتی

]وِ ]J هؼىَس هی ضَدdet[ ]J 1 همسَم ػلیِ ّش ضشیجی د سJ     هی ضَد ٍ ثٌبثشایي دس هخشد ّش

]ی اص هبتشیسدسایِ ا ]B .اًتگشال گیشی تغلیلی ثشای ظبّش هی ضَد[ ]K  هستلضم استفبدُ اص فشهَل

اّذ اًتگشال گیشی ػذدی سبدُ تش است ٍلی دس عبلت ولی دلیك ًخَّبی عبلت فشسبیی خَاّذ ثَد. 

]ثَد، ثِ ایي هٌظَس ]K اًتگشال گیشی هی ضَد ،تٌْب ثِ عَس تمشیجی ثذٍى دس ًظش گشفتي تؼذاد ًمبط.  

عبل سَالی وِ دس رّي هب ایزبد هی ضَد ایي است وِ اص ًظش هغبسجبتی ثبیذ ًمبط ووتشی سا دس ًظش 

رَاة ایي سَال سا هی تَاى  بط گَسی سا افضایص دّین؟ثگیشین یب اص دیذگبُ داضتي دلت صیبد تؼذاد ًم

 اداهِ یبفت. دس
   

 واپایذاری َا دقت در اوتگرال گیری ي 7-4-5

یرره هررذل ارضاهغررذٍد هؼوررَلا دلررت ورربفی سا ًررذاسد، ٍ هؼوررَلا دصرربس خغرربی صیرربد سررخت دسًظررش 

گررشفتي سرربصُ اسررت. صیرربد سررخت گررشفتي سرربصُ هؼوررَلا ثررب دس ًظررش گررشفتي ًمرربط گَسرری ثیطررتش   

     لاتشی دس هرربتشیس سررختی سا سررجتروررلات هشتجررِ ثررب ثغشاًرری تررش هرری ضررَد صیررشا ًمرربط اضرربفی 

هرری ضررًَذ. ایرري روررلات دس همبیسررِ ثررب  روررلات هشتجررِ پرربییي تررش دس همبثررل ثؼضرری اص هَدّرربی   

الوربى ّرب هری گشدًرذ. ثرِ      ٍ دس ًتیزرِ سرجت سرخت ترش ضرذى       تغییش ضىل همبٍهت ایزبد هی وٌٌذ

 سرجت دلرت   ّویي هٌظَس دلرت ثربلاتش دس اًتگرشال گیرشی ثرشای هغبسرجِ هربتشیس سرختی هؼورَلا         

        تررش دس رررَاة ارررضا هغررذٍد هرری گررشدد ٍ ّوضٌرریي ّضیٌررِ هغبسررجبتی سا ًیررض افررضایص       پرربییي

سرجت تَلیرذ یره ضرشایظ ًربهغلَة       ،ثِ ػجبست دیگش اسرتفبدُ اص ًمربط گَسری خیلری ورن      هی دّذ.

، هىرربًیضم، هررَد 4هرری گررشدد وررِ ثررب اسرروْبی گًَرربگًَی ًظیررش ًبپبیررذاسی، هررَد تىرریي سرربختگی    

  ضٌبختِ هی ضًَذ. 5اًشطی غفش ٍ هَد سبػت ضٌی هَد ویٌوبتیه،

ثرب ورشًص    اص یره هرَد   ثریص تؼرذاد  ًبپبیذاسی صهبًی اتفربق هری افترذ ورِ یره هرَد تغییشضرىل یرب         

ذ. یىرری اص هْوتررشیي هلاعظرربت ًمررظ گَسرری ثررِ ػٌررَاى ٌررغررفش دس تورربم ًمرربط گَسرری اتفرربق ثیفت

هررَد تغییشضررىل هطررخع  اگررش ًمرربط گَسرری ّرریش وشًطرری سا دس یررهسٌسررَسّبی وررشًص اسررت. 

عس ًىٌٌرذ دس ٍالرغ هربتشیس سرختی ّریش همربٍهتی دس ثشاثرش آى هرَد تغییشضرىل اص خرَد ًطربى            

   ًذادُ است.

 صْرربس یرره تَضرریظ سرربدُ دس هررَسد ًبپبیررذاسی دس اداهررِ تطررشیظ هرری ضررَد. الورربى ّرربی غررفغِ ای

    ل گیررشیاًتگررشا ترره ًمغررِ ای گررَسًطرربى دادُ ضررذُ دس ضررىل صیررش ثررِ ٍسرریلِ لرربًَى  گررشُ ای 

                                           
4
 Spurious singular mode 

5
 Hourglass mode 
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a b c d 

سرِ ًبپبیرذاسی ثرِ ضرىل ّربی صیرش        cثرب یره حبثرت   دس پربییي ترشیي الوربى سروت صرپ       هی ضًَذ.

     ًطبى دادُ ضذُ است.

) , 0

) 0 ,

) (1 ) , ( 1)

b u cxy v

c u v cxy

c u cy x v cx y

 

  

   

 

     ثررِ ساعترری هرری تررَاى صرره وررشد وررِ ّررش وررذام اص هیررذاى ّرربی تغییشهىرربى ثرربلا سررجت ایزرربد      

)وشًص ّبی غفش 0)xx yy xy     دس ًمبط گَسی( 0)x y  .هی ضًَذ 

 
 

 

 

 

 
 

 

 

 ضىل ًبپبیذاسهَد تغییش  7-7ضىل 

a)  ًِمبط گَسی ًیض ثب هشثغ ّبی الوبى ّبی هشثؼی صْبس گشُ ای 2س د 2غفغِ تغییشضىل ًیبفت(

 وَصه ًوبیص دادُ ضذُ اًذ(

(d,c,b  سا ًوبیص هی دٌّذهَدّبی تغییشهىبى ًبپبیذاسی 

 

الوبى ّبی غیشهستغیلی ًیض ثرِ ّوریي غرَست سفتربس هری وٌٌرذ. عتری اگرش هرص ثرشای رلرَگیشی            

داسای تىیرِ گربُ ثبضرذ ثربص ایري هَدّرب اتفربق خَاٌّرذ         ثرِ اًرذاصُ وربفی    اص عشوت ّبی غلت گًَرِ،  

افترربد. هَدّرربیی وررِ دس آى ّررب ًمرربط گَسرری داسای وررشًص غررفش هرری ضررًَذ ٍ ثٌرربثشایي اًررشطی      

هرذل اررضا هغرذٍد ّریش همربٍهتی دس ثشاثرش ثبسگرزاسی ّربیی         دس ایري عبلرت    وشًطی غفش هی گشدد.

وِ ایي هَد ّب سا ایزربد هری وٌٌرذ ًخَاّرذ داضرت. هربتشیس سرختی ورل دس ایري عبلرت ثرذٍى دس            

 خَاّذ ضذ.  6ًظش گشفتي سبصُ ثبسگزاسی ضذُ تىیي

       ىیي ضررذى هرربتشیس سررختی  ٌّگبهیىررِ تىیررِ گرربُ ّررب ثررِ اًررذاصُ ای ّسررتٌذ وررِ سررجت غیررشت    

دس ضرىل صیرش توربم دسرربت آصادی     هی ضًَذ یه ًبپبیرذاسی دسدسرش دٌّرذُ هوىري اسرت سػ دّرذ.       

دس تىیِ گبُ ثستِ ضذُ اًذ ٍ ّش الوربًی تَسرظ یره ًمغرِ گَسری اًتگرشال گیرشی هری ضرَد. لیرَد           

 گشدًذ. ایزبد ضذُ تَسظ تىیِ گبُ ثب ثیطتش ضذى فبغلِ اص تىیِ گبُ ووتش ٍ ووتش هی 

                                           
6
 Singular 
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 الف
 ب

دّذ.  ضىل صیش هص ثٌذی الوبى ّبی ّطت گشُ ای هشثؼی وِ دس تىیِ گبُ حبثت ضذُ اًذ سا ًطبى هی

ًبپبیذاسی سبػت ضٌی دس هَسد هَدّبی ًمبط گَسی ثب هشثغ ّبی وَصه ًوبیص دادُ ضذُ اًذ .

تغییشهىبى دس یه الوبى ّطت گشُ ای وِ تَسظ صْبس ًمغِ گَسی اًتگشال گیشی ضذُ است سا 

وِ هبتشیس سختی آى تَسظ صْبس یه الوبى غفغِ ای ّطت گشُ ای  .ة8-7ضىل تَاى داضت هی

  سا اص خَد ًطبى دادُ است.  7ًمغِ گَسی اًتگشال گیشی ضذُ است ًبپبیذاسی سبػت ضٌی

 
 

 

 

 
 

  

 

 ای ثب صْبس ًمغِ گَسی ًبپبیذاسی سبػت ضٌی دس الوبى ّطت گشُ 8-7ضىل 

 

د ًذاسد وِ دٍ الوبى هزبٍس ثتَاًٌذ ایي هَد سا ًطبى دٌّذ دس عبلیىِ ثِ ّن دس ایي عبلت ّیش ساّی ٍرَ

 .الف 8-7ضىل  هتػل ًیض ثبلی هبًذُ اًذ
 

 

 محاسبات تىص ي وقاط گًسی 7-4-6   

ت هری ضرَد   جسر اهرش  تٌص ّبی هغبسجِ ضذُ اغلت دس ًمبط گَسری خیلری دلیرك ترش ّسرتٌذ. ایري       

گَسری ثبضرٌذ ورِ ثرشای اًتگرشال گیرشی هربتشیس         دلرت ّرب ّوربى ًمربط     هستؼذ ثیطتشیيوِ هغل 

 سختی استفبدُ ضذًذ. 

ثررِ عررَس خلاغررِ دس ػوررل سایررذ اسررت وررِ یررچ گررَس هشتجررِ دٍ )صْرربس ًمغررِ ای( ثررشای اًتگررشال  

]هرربتشیس  گیررشی ]K   ٍ ثررشای الورربى ّرربی غررفغِ ای صْرربس ٍ ّطررت گررشُ ای اسررتفبدُ هرری ضررَد

ّربی سرِ   س ّوریي ًمربط هغبسرجِ هری ضرًَذ. ثرِ عرَس هطربثِ دس الوربى          تٌص ّب ٍ وشًص ّب ًیض د

ثررشای هغبسررجِ اًتگررشال سررختی ٍ هغبسررجبت تررٌص   ًمغررِ ای  ثؼررذی ًیررض اغلررت اص گررَس ّطررت 

   هىرربى ّرربی دیگررش الورربى ًیررض ثررِ ٍسرریلِ دسٍى یرربثی یررب  ٍ اسررتفبدُ هرری ضررَد. تررٌص دس گررشُ ّررب  

 ثَد. ًمبط گَسی لبثل هغبسجِ خَاّذ تٌص ثشٍى یبثی اص 

 

 
 

                                           
7
 Hourglass instability 
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 تىص َا ي کروص َای ايلیٍ   7-5

احشات تٌص ٍ وشًص اٍلیِ دس سٍش ارضاء هغذٍد ثبیذ لغبػ گشدد. دس ایي لسوت ثذًجبل یبفتي ایي احش 

 دس فشهَل سٍش ارضاء هغذٍد ّستین.

 لجلا ًطبى دادین وِ تٌص ّب اص ساثغِ صیش لبثل عػَل اًذ: 

    C   
هی تَاًذ داسای وشًص ّبی اٍلیِ ای هخل دس عبلت ولی رسن 0  ،ثبضذ وِ ثِ ػلت تغییشات دهب

اًمجبؼ ثتي ٍ ... ثِ ٍرَد آهذًذ. ػلاٍُ ثش ایي تٌص ّبی اٍلیِ ای 0  )... ٍ ًظیش تٌص ّبی پس هبًذ(

تٌص ّب هی تَاًٌذ اًذاصُ گیشی ضًَذ اهب ًیض هی تَاًٌذ دس رسن ٍرَد داضتِ ثبضٌذ. ثشای هخبل ایي 

پیص ثیٌی آى ّب ثذٍى داضتي اعلاػبت وبهل اص تبسیخضِ رسن غیشهوىي است. دس ایي عبلات وِ 

تٌص ّب ٍ وشًص ّبی اٍلیِ دس رسن ٍرَد داسد ثبیذ تٌص ّب ٍ وشًص ّب سا ثِ غَست خبلع دس ساثغِ 

 َّن دس ًظش گشفت:

          

        

0 0

0 0[ ]

C

C C

   

   

  

  
 

 شطی وشًطی دس ایي عبلت ثِ غَست صیش ثیبى هی ضَد:اً

   
1

2 e

T e

eU t d 


  

     0    

 

                0 0 0 0

1
[ ]

2 e e

T Te e

eU t C d t d      
 

         

 ثب ثسظ ػجبست فَق داسین:

                       0 0 0 0 0 0 0

* ** **

1
[ ] [ ] [ ] [ ]

2 e e e

T T T T T Te e e

eU t C C C C d t d t d           
  

 
         
 
 
  

 

 ثذست آهذُ ثَد:ّوبى ػجبستی است وِ لجلا ّن  (*)اٍلیي رولِ سوت صپ

   [ ]
2 e

T e

e

t
U C d 



  

 ًیض ثب ّن ثشاثشًذ. (**)رولات دٍم ٍ سَم
 

                   0 0 0 0 0 0

1
[ ] [ ] [ ]

2 2e e e e e

T T T T Te e e e e

e

t
U t C d t C d C d t d t d         

    

             
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              

           

     

      

0 0 0 0

0 0

0 0

[ ] [ ] [ ][ ]

[ ][ ] [ ]

[ ]

[ ] [ ]

e e e

e e

e

T T T Te e e e

T TT e e e e e

e

T T T

T e

e

t d t C d t C L d

F t f L d t f B d

f C

F t B C d

       

   

 

 

  

 



     

    

 

  

  

 



 

 اًشطی پتبًسیل ول ػجبست است اص:

           
1

[ ] Constants
2

T T Te e e e e

e e eK F F         

 هی آیذ:ثذست  ، ػجبست صیشثب هیٌیون وشدى ػجبست ثبلا

5-7      [ ]e e

e eK F F    

ثبیذ تَرِ داضت وِ دس ٍالغ تٌص ّب ٍ وشًص ّبی اٍلیِ ثِ غَست ثشداس ثبس  eFًذ.دس هسبلِ ٍاسد ضذ 

 سٍین. دس اداهِ ایي فػل ثِ سشاؽ تَسؼِ ٍ تَلیذ الوبًْبی رذیذ هی
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 مسائل ومًوٍ

دس ضىل اًذ  ّب دس فَاغل هسبٍی اص ّن لشاس گشفتِ وِ گشُ Lْبس گشّی هغَسی ثغَل الوبى ص-1

. ثش اسبس تؼشیف الوبى است گزاسی الوبًْب دس ضىل آهذُ صیش ًطبى دادُ ضذُ است. تشتیت ضوبسُ

 ایضٍپبساهتشی داسین:

 
 ای المان محوری چهار گره

 که در آن:

x1 = −0.5L, x2 = 0.5L, x3 = −1/3L, and  x4 = 1/3L 

 الف(تَاثغ ضىل ایي الوبى سا ثذست آٍسیذ.

 است. L/2یه ػذد حبثت ثشاثش ثب  J = ∂x/∂ξربوَثیي  ة(ًطبى دّیذ

ٍاسد هیطَد. ثشداس ثبس هؼبدل دس گشُ ّب سا  xدس ٍاعذ عَل دس ساستبی  qت( ثبس گستشدُ یىٌَاخت 

 ثیبثیذ.

 یشی لاصم است. ث( ثشای هغبسجِ هبتشیس سختی وبهل صٌذ ًمغِ اًتگشالگ

 
 حبثت ّستٌذ. ξ  ٍEA  ٍJثشعست  2اص دسرِ  B(ξ ) تَرِ ضَد وِ

 

  α ≤1≥ 0تغییش هیذّین ربئیىِ   x3 = −0.5αL  ٍx4 = 0.5αLسا ثِ  4ٍ  3د( هَلؼیت گشُ ّبی 

یذا وٌیذ پسا  α ای اص  دیگش حبثت ًیست. هغذٍدُ وِ J = J (α, ξ )هیجبضذ α  ٍ ξٍ ربوَثیي تبثؼی اص 

  دس داخل الوبى ثبضذ.  J ≥ 0غَی وِ ثٌ
 

وبفی است تب  ای ًطبى دّیذ تٌْب یه ًمغِ اًتگشااگیشی دس فضبی دٍ ثؼذی (ثشای یه الوبى صْبس گش2ُ

عبغل اًتگشال
eA

dA .وبهل گشدد 

 

 

 

 

 

 

 

شی استفبدُ بساهتپای ایضٍ گشُ 8گشفتِ ضذُ است تب اص الوبى دس یه هسئلِ تٌص هسغظ تػوین ( 3

 ی ًشهبل ٍ ثشضی هی ثبضذ.ایي الوبى دس لسوتی اص هشص خَد داسای فٌشّب گشدد.
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x 

y 
4 

3 

2 
1 

s 8 

7 

6 

5 

t 

KN(t) 

KT(t) 

الف( ثب فشؼ تغییشات خغی ثشای سختی فٌشّبدس هشص، احش ایي فٌشّب دس هشص سا سٍی هبتشیس سختی 

 ًطبى دّیذ. هبتشیسی لذم ثِ لذم ثػَست 

)]1()1([
2

1
)(

)]1()1([
2

1
)(

tKtKtK

tKtKtK

TjTiT

NjNiN





 

 ثشای ارشای وبهل اًتگشالگیشی وبفی خَاّذ ثَد. آیب دٍ ًمغِ اًتگشالگیشیة( 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ای ایضٍپبساهتشی ثش سٍی هشص داسای فٌش گشُ 8الوبى  

 

ای  گشُس ثب .هی ثبضذ bxثبس یىٌَاخت ثب صگبلی داسای  5-2-1ایي الوبى دس لسوتی اص هشص خَد  ج(

 سا ثذست آٍسیذ.  5-2-1ّبی  گشُدس

ٍ آیب ثب ًمغِ گَسی ثشای ایي وبس الذام وشد؟  2یس سختی ایي الوبى اص آیب هیتَاى دس هغبسجِ هبتش (س

 ایي دٍ ًمغِ اًتگشالگیشی وبهل خَاّذ ثَد؟

ثشای دٍ ًمغِ اًتگشالگیشی ثػَست ضوبتیه سا ثب استفبدُ اص سٍش گَس   k55 هبتشیس سختیػضَ  د(

 ئیذ.بهغبسجِ ًو
 

 

 

خغی فشؼ ضذُ است. ایي فشؼ هؼبدل  ثػَست( تغییشات دهب دس داخل یه الوبى هستغیلی 4

T1) ای هستغیلی است) ای دس الوبى صْبس گشُُ داًستي دهبی گش
0
, T2

0
 , T3

0
  T4

0
  

دس یه آًبلیض عشاستی ایي احشات تغییش دهب سا صگًَِ لغبػ هیىٌیذ؟ ثبس هؼبدل عشاستی سا هغبسجِ ًوبئیذ 

 الوبى هغبسجِ هیٌوبئیذ؟ٍ تَضیظ دّیذ وِ صگًَِ تٌطْبی عبغلِ اص عشاست سا دس یه 


