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 هقذهِ 2-1

ٞب دس حبِت وّی تٛصيغ يىٙٛاختی آيذ. ايٗ تٙؾٝ ٚخٛد ٔیٟب تٙؾ ثٌیش٘ذ دس آ٘ٞب تحت ثبسٞب يب ٘یشٚٞب لشاس ٔیٜ ٍٞٙبٔیىٝ ػبص

تٛا٘ٙذ ثٝ كٛست تغییشؿىُ يب تغییشٔىبٖ دس خؼٓ ٔـبٞذٜ ؿٛ٘ذ. تلاؽ وٙٙذ وٝ ٔیٞبيی سا دس خؼٓ ايدبد ٔی٘ذاس٘ذ ٚ وش٘ؾ

ثبؿذ. ايٗ ٞب( ٔیبْ )ػبصٜٞب ٚ ٘یشٚٞب دس يه ؿشايظ ٔشصی ٔؼّْٛ ثشای اخؼٞب، تغییشٔىبٖوش٘ؾ ٞب،ٔب دس يبفتٗ سٚاثظ ثیٗ تٙؾ

ٞب حُ ٞذف اص آ٘بِیض ػبصٜ ٞبی ٟٔٙذػی ثؼیبس دش إٞیت ٞؼتٙذ.ٞبی ػبصٜػبصی ٚ عشاحی ػیؼتٓسٚاثظ دس ٔذَ وشدٖ، ؿجیٝ

 .ثبؿذٔىبٟ٘بی ٘مبط ٔختّف ػبصٜ ٔیخی ٚ تؼییٗ تٙـٟبی داخّی ٚ تغییشٞب تحت اثش ثبسٌزاسی خبسٔؼبدلات حبوٓ ثش ػبصٜ

ٞبيی وٝ تحت ثبسٞبی اػتبتیىی ٞؼتٙذ ٔٛاخٝ ا٘ٙذ ثٝ كٛست اػتبتیىی يب ديٙبٔیىی ثبؿٙذ. دس اػتبتیه ٔب ثب ػبصٜتٛ٘یشٚٞب ٔی

تٛا٘ٙذ تحت اثش ثبسٞبی ديٙبٔیىی وٝ ثب صٔبٖ ٞب ٔی)ٔثُ ٚصٖ ٔشدٜ وف يه ػبختٕبٖ(. ٕٞچٙیٗ خبٔذات ٚ ػبصٜ ٞؼتیٓ

ٌشدد. ٚلتی ثبسٞب عجیؼت ايدبد ٔی وٝ اص حشوت يه ٔبؿیٗ سٚی يه وف ٔتغییش٘ذ استؼبؽ سا تدشثٝ وٙٙذ ٔثُ ٘یشٚٞبی اِمبيی

ٞب تٛاثؼی اص ٞب ٚ تغییشٔىبٖٞب، وش٘ؾٞبی ديٙبٔیىی ثبيذ ثٝ وبس ثشدٜ ؿٛ٘ذ ٚ دس ايٗ حبِت تٙؾديٙبٔیىی داس٘ذ لٛاػذ ٚ تئٛسی

ٞبی تٛا٘ٙذ اص حزف تشْلات اػتبتیىی ٔیتٛا٘ذ حبِت خبكی اص ديٙبٔیه تّمی ٌشدد، ٔؼبدصٔبٖ خٛاٞٙذ ثٛد. چٖٛ اػتبتیه ٔی

ديٙبٔیىی اص ٔؼبدلات ديٙبٔیىی ثذػت آيٙذ. دس ايٗ وتبة ٘یض ايٗ سٚؽ سا اتخبر خٛاٞیٓ وشد ثذيٗ كٛست وٝ اثتذا ٔؼبدلات 

 آٚسيٓ ٚ ٔؼبدلات اػتبتیىی سا ثٝ عٛس ٔؼتمیٓ اص سٚی آٟ٘ب ثذػت خٛاٞیٓ آٚسد.ديٙبٔیىی سا ثذػت ٔی

 ص ثبسثشداسی ثٝ عٛس وبُٔ ٘بدذيذٞب دغ اتٛا٘ٙذ الاػتیه ثبؿٙذ ثذيٗ ٔؼٙی وٝ تغییشؿىُاد، خبٔذات ٔیثؼتٝ ثٝ خٛاف ٔٛ

-ٕ٘ی ٞب ثٝ عٛس وبُٔ اص ثیٗتغییشؿىُ تٛا٘ٙذ دلاػتیه ثبؿٙذ يؼٙی ثب ثبسثشداسی اص سٚی آٖ ٞبٌشد٘ذ. ٕٞچٙیٗ خبٔذات ٔیٔی

لاػتیه داس٘ذ ٚ ٞبيی ػشٚ وبس داسد وٝ حبِت اػتیؼیتٝ ثب ػبصٜٔب٘ذ. الاسٚ٘ذ ٚ ٔمذاسی تغییشؿىُ دس خؼٓ ثبلی ٔی

ٞبيی ثب ٔٛاد الاػتیه ػشٚوبس داسيٓ. وٙٙذ. دس ايٗ وتبة ػٕٛٔب ثب ػبصٜٟبيی وٝ ثٝ كٛست دلاػتیه سفتبس ٔیدلاػتیؼیتٝ ثب آ٘

بٖ ثٝ كٛست خغی اػت. ثٙبثشايٗ ؿٛ٘ذ ٚ سٚاثظ ثبس ٚ تغییشٔىٞب وٛچه فشم ٔیػلاٜٚ ثش ايٗ دس ايٗ وتبة ٕٞٛاسٜ تغییشؿىُ

 ٔؼبئُ ٔب الاػتیه خغی خٛاٞٙذ ثٛد.

ٞبی ٔختّف تغییش وٙذ. تغییشؿىُ دس تٛا٘ٙذ غیشٕٞؼبٖ )غیش ايضٚتشٚح( ثبؿٙذ ثذيٗ ٔؼٙی وٝ خٛاف ٔبدٜ دس خٟتٔٛاد ٔی

ذ ثشای تؼشيف خٛاف ٔبدٜ ٞبی صيبدی ثبئٛاد غیشٕٞؼبٖ ثؼتٝ ثٝ ٘یشٚی اػٕبِی ٚ خٟت آٖ داسد. دس ٔٛاد غیش ٕٞؼبٖ ثبثت

  ؿٛ٘ذ. اػتفبدٜ

تؼذاد صيبدی اص ٔلبِح ٟٔٙذػی ٘یض ٕٞؼبٖ )ايضٚتشٚح( ٞؼتٙذ يؼٙی خٛاف آٟ٘ب ثٝ خٟت اػٕبَ ٘یشٚٞب ٚاثؼتٝ ٘یؼت. ٔٛاد 

ٕٞؼبٖ حبِت خبكی اص ٔٛاد غیشٕٞؼبٖ ٞؼتٙذ. ثشای ٔٛاد ٕٞؼبٖ تٟٙب دٚ ثبثت ٔؼتمُ ٚخٛد داسد. ايٗ دٚ ثبثت ٔؼٕٛلا ٕٞبٖ 

تٛا٘ٙذ ٞب ٔیٔذَٚ يبً٘ ٚ ضشيت دٛاػٖٛ ٞؼتٙذ. دس ايٗ وتبة ٘یض ثیـتش ثب ٔٛاد ٕٞؼبٖ ػشٚوبس داسيٓ، اٌش چٝ ثیـتش فشَٔٛ

 ثشای ٔٛاد غیشٕٞؼبٖ ٘یض ثٝ وبس سٚ٘ذ.

ذ ؿشايظ ٔشصی ٘یض ٘مؾ ٟٕٔی دس ٔىب٘یه وبسثشدی داس٘ذ. ؿشايظ ٔشصی ٔشثٛط ثٝ خبثٝ خبيی ٞب ٚ ٘یشٚٞب ثشای ػبصٜ ٞب ثبي

ثغٛس دلیك ٔؼیٗ ٌشد٘ذ. دس ٔؼبئُ ا٘تمبَ حشاست ٘یض ؿشايظ ٔشصی دٔب ٚ ٕٞشفت)خبثٝ خبيی( سا داسيٓ. ا٘تظبس ٔیشٚد وٝ اخؼبْ 

ای سا اص خٛد ٘ـبٖ دٞٙذ. سفتبس ؿشايظ ٔشصی ٔٛضٛع ثؼیبس ٟٕٔی اػت ٚ دس ايٗ تحت ؿشايظ ٔشصی خبف سفتبس خبف ٚ يٍب٘ٝ

 ؿٛد.د آٖ ثحث ٔیفلُ ٚ ثمیٝ وتبة ثب خضئیبت دس ٔٛس
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دٚ ولاع ٔتفبٚت  داسد. لبثُ فٟٓٔختلش ٚ  عٛسثٝ وبسثشدی ٞبی ولاػیه ٔىب٘یه ٔفبٞیٓ ٚ تئٛسیايٗ فلُ ػؼی ثش ٔؼشفی 

دس ٔىب٘یه وبسثشدی خٟت ٔغبِؼة اخؼبْ ٚخٛد داد. اِٚیٗ ولاع ثش اػبع لبٖ٘ٛ دْٚ ٘یٛتٗ ثٙب ٟ٘بدٜ ؿذٜ اػت وٝ دس آٖ 

دبسأتشٞبی ٔٛسد ػلالٝ دس حشوت، ٘یشٚٞبی ٚاسدٜ،  .دٞٙذ اخؼبْ سا تحت اثش ٘یشٚٞبی ٚاسدٜ ٔٛسد ٔغبِؼٝ لشاس ٔیحشوت 

اص آ٘دبئی وٝ ٘یشٚ ٚ لبٖ٘ٛ دْٚ  .ثبؿذ ٔیاص ٘یشٚٞبی داخّی ٚ ... ٌبٞی )ٌیشداسی( ٚ ػبيش ٘یشٚٞب  ٘یشٚٞبی تٕبػی، ٘یشٚٞبی تىیٝ

٘بٔٙذ. دس حُ يه ٔؼئّٝ ثب اػتفبدٜ اص ٔىب٘یه  ٔی 1اص ٔىب٘یه سا  ٔىب٘یه ثشداسی٘یٛتٗ عجیؼت ثشداسی داس٘ذ ايٗ ؿبخة 

ای ثٝ  ؿٛ٘ذ حتی اٌش ٞیچ ػلالٝ اِؼُٕ ثٝ ػٙٛاٖ ٘یشٚٞبی ٔدَٟٛ دس ٔؼبدِٝ ٚاسد ٔی ثشداسی ٘یشٚٞبی ٌیشداسی ٚ ٘یشٚٞبی ػىغ

 يبفتٗ ٘یشٚٞبی ٔدَٟٛ ٚخٛد ٘ذاؿتٝ ثبؿذ.

2ّیولاع دْٚ وٝ ثٝ اػٓ ٔىب٘یه تحّی
ثٙب ٟ٘بدٜ ؿذٜ اػت وٝ ثش خلاف  ؿٛد، ثش اػبع ٔفْٟٛ وبس ٚ ا٘شطی ٌزاسی ٔی بْ٘ 

ثٙب ٟ٘بدٜ دْٚ ٘یٛتٗ لبٖ٘ٛ ثش اػبع ٘یض اػت وٝ ايٗ سٚؽ ثٝ روش لاصْ ٌشدد. اص وٕیتٟبی اػىبِش اػتفبدٜ ٔی ثشداسیٔىب٘یه 

ؿٛ٘ذ ٚ اص ٔؼبدلات حزف  ِضٚٔبً دس ٔؼبدلات ٚاسد ٕ٘ی٘یشٚٞبی ٌیشداسی دس ايٗ سٚؽ ثبؿذ.  لبٖ٘ٛ ٔی ايٗ ؿذٜ ٚ فشْ ديٍشی اص

 .ثبؿذ ٞبی صيبد ٔی ٌشد٘ذ. ِزا ايٗ سٚؽ ثؼیبس ٔؤثش دس حُ ػیؼتٕٟبی دیچیذٜ ثب ٌیشداسی ٔی

 يبفتٗ ٔؼبدِٝ حبوٓ ثش ػیؼتٓ ٞبی دیٛػتٝ ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ ٘یٛتٗ )ٔىب٘یه ثشداسی( 2-2-1
اػت وٝ  دِٝ ديفشا٘ؼیُ حبوٓ ثش ػیؼتٌٓیشيٓ ٚ ٞذف يبفتٗ ٔؼبا دس ٘ظش ٔیدس ايٗ سٚؽ يه إِبٖ ديفشا٘ؼیّی دس خؼٓ س

ٞب سا دس ثش داسد. ايٗ ٔؼبدلات ديفشا٘ؼیُ ثبيذ دس ػشتبػش ٔحذٚدٜ ؿشايظ تؼبدَ إِبٖ، سٚاثظ ػبختبسی ٚ دیٛػتٍی ثیٗ إِبٖ

س تحّیُ ديٙبٔیىی ؿشايظ آغبصيٗ ٘یض تؼشيف ؿذٜ ثشای خؼٓ كذق وٙٙذ ٚ ٕٞچٙیٗ ثبيذ ؿشايظ ٔشصی سا ٘یض تؼییٗ وٙیٓ. د

 ثبيذ تؼییٗ ؿٛ٘ذ.

٘ٛيؼیٓ. وٝ ٔٙدش دس ٔٛسد يه إِبٖ ديفشا٘ؼیّی ٔی ٞبی ٔؼبِٝدس ايٗ سٚؽ ٔب ساثغٝ تؼبدَ ٚ لٛا٘یٗ ػبختبسی سا ثشای ٔتغیش

ت ثٝ ٕٞشاٜ ٔؼبدلات وٙذ. ػٕٛٔب ايٗ ٔؼبدلاٌشدد وٝ ساثغٝ ثیٗ ٔتغیشٞب سا ثیبٖ ٔیثٝ ػیؼتٕی اص ٔؼبدلات ديفشا٘ؼیُ ٔی

ثٙذی يه ػیؼتٓ وٙٙذ ٞؼتٙذ. ٟ٘بيتب ثشای فشَٔٛديفشا٘ؼیُ ديٍشی وٝ ؿشايظ لیٛد ػیؼتٓ ٚ ػبصٌبسی ٞب سا تبٔیٗ ٔی

 ؿٛ٘ذ.دیٛػتٝ تٕبْ ؿشايظ ٔشصی ٚ دس يه آ٘بِیض ديٙبٔیىی ؿشايظ آغبصيٗ ٔؼبِٝ ثشای يه ٔؼبدِٝ ديفشا٘ؼیُ ثیبٖ ٔی

وش٘ؾ ٚ سٚاثظ وش٘ؾ -)ٔؼبدلات تؼبدَ ٚ سٚاثظ تٙؾ ثؼذی ػٝ فضبیدس اخؼبْ وّی ٔؼبدلات  2-2-1-1

 ٔىبٖ(تغییش
٘یض  خؼٓ ٌیشيٓ. ػغح خبٔذدس ٘ظش ٔی 1-2سا ٔغبثك ؿىُ  Sٚ ػغح   Vيه خؼٓ الاػتیه ػٝ ثؼذی ٚ دیٛػتٝ ثب حدٓ

3ثب ا٘ذ وٝ ؿٛد: ػغٛحی وٝ ٘یشٚٞبی خبسخی سٚی آٖ تؼشيف ؿذٜ٘ٛع ػغح تمؼیٓ ٔی ػٕٝٞچٙیٗ ثٝ 
ST ٘ـبٖ دادٜ ٔی

4ا٘ذ ثب ؿذٜ ٔمیذٞب سٚی آٖ ٞب ؿٛ٘ذ؛ ػغٛحی وٝ تغییشٔىبٖ
SD ػغٛحی وٝ آصاد ٞؼتٙذ ٚ اثشی اص  ؿٛ٘ذٕ٘بيؾ دادٜ ٔی ٚ

                                                      
1
 Vector Mechanics 

2
 Analytical Mechanics 

3
 Traction Surface   

4
 Displacement Surface 
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5ؿٛد ٚ ثب ٘یشٚ ٚ يب تغییشٔىبٖ ٔمیذ ؿذٜ دس آٖ ديذٜ ٕ٘ی
SF دس حدٓ  . خؼٓ خبٔذ ٕٔىٗ اػتؿٛ٘ذٕ٘بيؾ دادٜ ٔیV  تٛػظ

7٘یشٚٞبی ػغحی تٛػظ  STدس ػغح  ٚ FB 6خشٔی٘یشٚٞبی 
FT .ثب ٞش تٛصيؼی ثبسٌزاسی ؿذٜ ثبؿذ 

 

 

 

 داخُ خؼٓ ٚ ٘یشٚٞبی ػغحی خشٔیخؼٓ خبٔذ تحت اثش ٘یشٚٞبی اػٕبِی اػٓ اص ٘یشٚٞبی  1-2ؿىُ

 خبرجي ًیزٍّبی

ثبؿٙذ وٝ ٔی ٔٛاخٝ ٞؼتیٓ. دػتٝ اَٚ ٘یشٚٞبی خشٔیدس ٔغبِؼٝ اخؼبْ دیٛػتٝ ثب دٚ ٘ٛع اص ٘یشٚٞبی خبسخی ٚاسد ثش خؼٓ 

وٙٙذ. ثشای ٔثبَ ٘یشٚی خبرثٝ وٝ اص ايٗ دػتٝ اص ٘یشٚٞب ايٗ ٘یشٚٞب ٔؼتمیٕب دس داخُ ٔحذٚدٜ تؼشيف ؿذٜ ثشای خؼٓ اثش ٔی

تیه وٝ اص ايٗ ٌشدد. دس خلٛف ٘یشٚٞبی اِىتشٚ ٍٔٙٚاسد ٔی آٖثش تٕبْ خشْ خؼٓ ٚ ٔتٙبػت ثب تٛصيغ خشْ ثش وٝ  ثبؿٙذٔی

ثلٛست ٘یشٚ دس ٚاحذ خشْ يب ٘یشٚ  ٞبٌشدد. ايٗ ٘یشٚای كشفٙظش ٔیدػتٝ ٘یشٚٞب ٔی ثبؿٙذ اص اثش آٖ ثش خؼٓ دس ٔغبِؼبت ػبصٜ

 .دٞٙذ٘ـبٖ ٔی  FB(x,y,z,t) ٚ يب ٕ٘بيؾ ثشداسی  i=1,2,3  FBi (x1,x2,x3,t)تب٘ؼٛسیٕ٘بيؾ دٚ  دس ٚاحذ حدٓ ٚ ثب

ٞبی دیٛػتٝ ٕٔىٗ اػت ٔشصٞبيی ٚخٛد داؿتٝ ثبؿٙذ ثب ٘یشٚٞبيی دس ثحث ٔحیظ ثبؿٙذ.یی ػغحی ٔدػتٝ دْٚ ٘یشٚٞب ٘یشٚٞب

تٛا٘ٙذ اثش خؼٕی ثش سٚی خؼٓ ديٍش ثبؿٙذ. ايٗ ٘یشٚٞب سا ثلٛست ٘یشٚ دس ٚاحذ ػغح ا٘ذ. ايٗ ٘یشٚٞب ٔیوٝ سٚی آٟ٘ب تٛصيغ ؿذٜ

 i=1,2,3 تب٘ؼٛسیاص ٕ٘بيؾ  ٘یض ٔیتٛاٖ ادٖ ايٗ ٘یشٚٞبتٛا٘ذ ثش ػغح خؼٓ ػٕٛد ٘جبؿذ. خٟت ٘ـبٖ دٔی ثبؿذ وٝ ٔی

FTi(x1,x2,x3,t)  يب ٕ٘بيؾ ثشداسی ٚ FT(x,y,z,t)   ٜٕ٘ٛداػتفبد. 

يب  xyzٚاسد ثش ػغح يه خؼٓ سا دس دػتٍبٜ ٔختلبت  FTؿىُ صيش ٘یشٚٞبی خبسخی  1 2 3, 1,2,3 , ,ix i x x x  

 دٞذ.٘ـبٖ ٔی

                                                      
5
 Free Surface 

6
 Body Force 

7
 Traction Force 

SD 

SD 

SD 

SF 

FB 

V 

ST 

z 

x 

y 

FT 

SF 

SF 
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 ٘یشٚی ػغحی 2-2ُ ؿى

سٚی آٖ اثش  F٘یشٚی ػغحی وٝ  ثبؿذٔی ایأتذاد ٘شٔبَ كفحٝ Fا٘ذيغ ثبلايی  ثبؿذ ٚٔی dAػٕٛد ثش  νثشداس دس ؿىُ 

 وٙذ. ٔی

 تٌص

تٛا٘ذ دس ؿٛد. تٙؾ ٔیاص تٙؾ ثٝ ػٙٛاٖ ٘یشٚٞبی داخّی ايدبد ؿذٜ دس ٚاحذ ػغح تحت اثش ٘یشٚٞبی خبسخی ثش خؼٓ يبد ٔی

ثبؿذ. دس ٞش ٚخٝ اص ٔی dx ٚ dy ٚ dzخؼٓ ٔحبػجٝ ٌشدد. ٔٙظٛس اص ٘مغٝ دس يه خؼٓ إِبٖ ٔىؼجی ثب اثؼبد  ٘مبط ٔختّف

ٞبی ٚاسدٜ ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ ٘یشٚٞبی داخّی ثٝ يه خؼٓ ثلٛست تٙؾ. دس ؿىُ صيش تٛاٖ ثٝ ػٝ ِٔٛفٝ تٙؾ اؿبسٜ وشدإِبٖ ٔی

  دٞیٓ:سا ثٝ كٛست صيش ٘ـبٖ ٔی Tثبؿذ   xjذ دس خٟت ٔحٛس وٙسٚی آٖ اثش ٔی Tتٙؾ اٌش ػغحی اص إِبٖ وٝ  اػت.

(2-1) )()()(

ji

j

i

j TTorT  

سا وٝ ثلٛست ٕٔبع ثش ٚخٜٛ  Tij (j≠i)ثبؿذ ٚ تٙـٟبی٘بٔٙذ وٝ ػٕٛد ثش ٚخٜٛ إِبٖ ٔیٔی ٘شٔبَ ٞبیتٙؾسا  Tiiٞبی تٙؾ

 ٘بٔٙذ.ثبؿذ، تٙـٟبی ثشؿی ٔیإِبٖ ٔی

 

 ٍبٜ ٔتؼبٔذتٙـٟب دس دػت  3-2 ؿىُ

 

 

 

 

 

FT 

dA 

   

v 
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ی ٘شٔبَ اٌش ثٝ ػٕت خبسج اثش ٞبتٛاٖ ٌفت وٝ تٙؾٞبی ٔثجت ٘شٔبَ ٚ ثشؿی ٔیدس خٟت تؼییٗ لشاسداد ثشای ػلأت تٙؾ

-( ٔٙفی ٔحؼٛة ٔی–ؿٛ٘ذ ٚ اٌش ثٝ ػٕت داخُ اثش وٙٙذ )تٙؾ فـبسی( )فشم ٔی (+))تٙؾ ٞبی وــی( ٔثجت  وٙٙذ

خٝ ٔثجت إِبٖ ٚ دس خٟت ٔثجت دػتٍبٜ ٔختلبت اثش وٙٙذ ٕٞچٙیٗ اٌش دس ٚخٝ ا٘ذ اٌش دس ٚٞبی ثشؿی ٘یض ٔثجتتٙؾ ؿٛ٘ذ.

 .ٌشد٘ذؿٛ٘ذ ٚ دس غیش ايٗ كٛست ٔٙفی ٔحؼٛة ٔیٔٙفی إِبٖ ٚ دس خٟت ٔٙفی ٔحٛس ٔختلبت اثش وٙٙذ ٘یض ٔثجت فشم ٔی

 .ٌشددة ٔیوٙذ ٔٙفی ٔحؼٛٔثلا تٙؾ ثشؿی وٝ دس ٚخٝ ٔٙفی إِبٖ ٚ دس خٟت ٔثجت ٔحٛس ٔختلبت اثش ٔی

بس وٛچه ثش سٚی ػغٛح يه ٔىؼت ثؼی 4-2ٞبی تٙؾ ٔغبثك ؿىُ دس ٞش ٘مغٝ اص خؼٓ خبٔذ ِٔٛفٝثب تؼبسيف ثبلا، ٔغبثك 

تٛا٘ذ ٘ـبٖ دادٜ ؿٛد. سٚی ٞش ػغح اص إِبٖ يه ِٔٛفٝ تٙؾ لبئٓ ٚ دٚ ِٔٛفٝ تٙؾ ثشؿی ٚخٛد خٛاٞذ داؿت. ػلأت ٔی

دٞذ ٚ حشف یوٙذ سا ٘ـبٖ ٔاػت وٝ حشف اَٚ ػغحی سا وٝ تٙؾ سٚی آٖ اثش ٔی ٞب ثذيٗ كٛستلشاسدادی ثشای ا٘ذيغ تٙؾ

ٌیشی حَٛ ؿٛد. ثب ٕٔبٖٞبی ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ دس ؿىُ ٔثجت دس ٘ظش ٌشفتٝ ٔیوٙذ. خٟت تٙؾٔی دْٚ خٟت تٙؾ سا ٔـخق

 تٛاٖ ٘تیدٝ ٌشفت:ثشای خؼٓ ٔٛسد ٘ظش ٔی ای صاٚيٝ اػتفبدٜ اص ٔؼبدِٝ ٍِٙش ٔٛٔٙتٓ يؼٙی ثبخظ ٔشوضی إِبٖ 

(2-2) 
0

; ;

jk kj

xy yx xz zx zy yz

 

     

  

  

M H 

 يب:

(2-3) ; ;xy yx xz zx zy yz        

ٞب اغّت تب٘ؼٛس تٙؾ ثٙبثشايٗ دس حبِت وّی ؿؾ ِٔٛفٝ ٔؼتمُ تٙؾ دس يه ٘مغٝ اص يه خؼٓ خبٔذ ٚخٛد داسد. ايٗ تٙؾ

 ؿٛ٘ذ:دس فشْ ٔبتشيؼی صيش ٘ٛؿتٝ ٔی ٚ ؿٛ٘ذ٘بٔیذٜ ٔی

(2-4)  { }T

xx yy zz yz xz xy       

 :يب

(2-5)  { }T

xx yy zz yz xz xy       

 دٞذ.ٞبی تٙـٟبی ٔؼتمُ سا دس يه ٘مغٝ اص خؼٓ ثش سٚی إِبٖ ٔىؼجی ٘ـبٖ ٔیؿىُ صيش ِٔٛفٝ



9 

 

 

 ؿؾ ِٔٛفٝ ٔؼتمُ تٙؾ ثش سٚی يه لغؼٝ ٔىؼت ثؼیبس وٛچه دس داخُ يه خؼٓ خبٔذ 4-2 ؿىُ

T تٛاٖ ثشداس تٙؾٔتؼبٔذ ٔی ثشای دػتٍبٜ ٔختلبت ٔثلاًثب داؿتٗ ثشداسٞبی تٙؾ دس يه ٘مغٝ سٚی يه دػتٍبٜ 
(ν)  ٖدس آ

تٛاٖ تٙؾ سا ثشای ايٗ ٔیدس داخُ خؼٓ  Pثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٘مغٝ دِخٛاٜ تؼییٗ وشد.  υسا ثشای ٞش ػغحی ثب أتذاد   ٘مغٝ

 ػجٝ ٕ٘ٛد.كفحٝ ٔحب

 
 υ ثب أتذاد  دِخٛاٜ ٞش ػغحی سٚی إِبٖ ثشثشداسٞبی تٙؾ دس يه  5-2ؿىُ

 ساثغٝ صيش وٝ ثٝ ساثغٝ وٛؿی ٔؼشٚف اػت ثشػیٓ: فشْ تب٘ؼٛسی تٛا٘یٓ ثٝ ثب ثٝ وبسثشدٖ لبٖ٘ٛ دْٚ ٘یٛتٗ دس أتذاد ٔحٛسٞب ٔی

(2-6) ( ) ( )

1 1 2 2 3 3i i i i i ji j ij jT T T T or T T T          

ٞب تٙؾ υحٝ دِخٛاٞی ٔثُ تٛاٖ ثب داؿتٗ ٘شٔبَ ٞش كفدس يه ٘مغٝ ٚ اػتفبدٜ اص فشَٔٛ وٛؿی ٔی ijTثب دا٘ؼتٗ ثشداس تٙؾ 

آيذ سا ثشاحتی دیذا وشد. تٛاٖ تٙؾ دس ػبيش كفحبت وٝ اص لغغ إِبٖ ٔىؼجی ثذػت ٔیٔی سا سٚی آٖ كفحٝ ٔحبػجٝ وشد.

-تٙؾدس آٖ ثشداس تٙؾ سٚی آٖ كفحٝ ثب أتذاد ٘شٔبَ آٖ كفحٝ يىی ؿٛد ٚ يب ثٝ ػجبست ديٍش ای سا يبفت وٝ تٛاٖ كفحٝٔی

 ّی ٘بْ ثشد. ايٗ كفحٝ ثٝ ػٙٛاٖ كفحٝ تٙـٟبی اكوٝ اص  كفش ثبؿذ كفحٝ ٞبی ثشؿی سٚی آٖ

 .ساثغٝ وٛؿی سا اثجبت ٕ٘بيیذ هسبلِ:
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 کزًص

لجُ اص  خؼٓيه دس سا دس ٘ظش ثٍیشيٓ وٝ  بسٜ خغید ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ. وش٘ؾ ٔؼیبسی خٟت ثیبٖ تغییشؿىُ يه خؼٓ اػت

كّت ٌٛ٘ٝ سا تدشثٝ وٙذ ٞیچ دبسٜ خغی دس خؼٓ تغییش عِٛی سا اٌش خؼٓ يه حشوت تغییشؿىُ ٘یبفتٝ اػت. ٚ  ثبسٌزاسی

ٔٙظٛس اص حشوت كّت ٌٛ٘ٝ ٕٞبٖ ا٘تمبَ ٚ دٚساٖ وّی خؼٓ اػت. تغییشعَٛ خغٛط ٔٛخٛد دس خؼٓ يب  تدشثٝ ٘خٛاٞذ وشد.

 تٛا٘ذ ثٝ ػٙٛاٖ ٔؼیبسی اص تغییشؿىُ ا٘ذاصٜ ٌیشی ؿٛد.تغییش فبكّٝ ثیٗ دٚ ٘مغٝ اص خؼٓ ٔی

 Δuiٕ٘بيؾ دٞیٓ   uiاٌش ٔیذاٖ خبثدبيی دس ػٝ خٟت سا ثب دٞذ.ؿٛ٘ذ خؼٓ تغییشؿىُ ٔیشٚٞب ثش ػبصٜ اػٕبَ ٔیٍٞٙبٔیىٝ ٘ی

ىُ يبفتٝ ثبؿذ ثب ٔٛلؼیت تغییش ؿ٘مغٝ اِٚیٝ لجُ اص ثبسٌزاسی وٝ ٕٞبٖ ٔٛلؼیت تغییش ؿىُ ٘یبفتٝ ٔیٔٛلؼیت اختلاف ثیٗ 

 ثبؿذ.ثؼذ اص ثبسٌزاسی ٔی

تٛاٖ ٌفت ٔی u1=ux=u  ٍu2=uy=v  ٍu3=uz=wثٙبٔیٓ يؼٙی  x,y,zٞبی خبثدبئی دس خٟت ت ِٔٛفٝسا ثٝ تشتی u,v,wاٌش 

ٔحبػجٝ ٞب دبيیٌیشی اص خبثتٛا٘ٙذ تٛػظ ٔـتكٔی وش٘ؾٞبی اػت، ٚ ثٙبثشايٗ ِٔٛفٝ عَٛ دبيی دس ٚاحذوش٘ؾ تغییش خبث

 يش اسائٝ ٕ٘ٛد.تٛاٖ ػجبسات وش٘ؾ سا ثلٛست سٚاثظ صٞبی وٛچه ٔیؿٛ٘ذ. دس تغییشؿىُ

(2-7)  
ijji

i

j

j

i

ij uu
x

u

x

u
,,

2

1

2

1
























 

 

(2-8) 
1 1

2 2

yx x
xx xy xy

uu u

x y x
  

  
    
   

 ( γij i≠j    ( وش٘ؾ ثشؿی ٟٔٙذػی       

(2-9) 1 1

2 2

y y z
yy yz yz

u u u

y z y
  

  
    
   

 

(2-10) 1 1

2 2

xz z
zz xz xz

uu u

z z x
  

  
    
   

 

ذ ٚخٛد داسد وٝ ٔـبثٝ لجُ دس فشْ ثشداسی ثٝ ِزا دس ٔغبثمت ثب ؿؾ ِٔٛفٝ تٙؾ، ؿؾ ِٔٛفٝ وش٘ؾ دس ٞش ٘مغٝ اص خؼٓ خبٔ

 ؿٛ٘ذ:كٛست صيش ٘ٛؿتٝ ٔی

(2-11)  { }T

xx yy zz yz xz xy       

 تٛا٘ٙذ دس فشْ ٔبتشيؼی صيش ثبص٘ٛيؼی ؿٛ٘ذ:ٔیثبلاتغییشٔىبٖ دس ٔؼبدِٝ  -ؿؾ ساثغٝ وش٘ؾ

(2-12) { } [ ]{ }L U  
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 ؿٛد:ُ صيش ثیبٖ ٔیثشداس تغییشٔىبٖ اػت ٚ ثٝ ؿى {U}دس ساثغٝ ثبلا 

(2-13) 
{ }

u

U v

w

 
 

  
 
 

 

 ٚ[L] ثذػت  تغییشٔىبٖ -وش٘ؾٞبی خضئی اػت وٝ ثٝ ساحتی ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٔؼبدلات يه ٔبتشيغ اص ادشاتٛسٞبی ٔـتك

 آيذ:ٔی

(2-14) 0 0

0 0

0 0
[ ]

0

0

0

x

y

z
L

z y

z x

y x

  
 

 
 
  

  
    

    
 
    

 

,zؼت ثؼیبس وٛچه ثٝ اضلاع ٞب ثش سٚی يه ٔىتٛاٖ اثش وش٘ؾثشای تفؼیش فیضيىی ػجبسات وش٘ؾ ٔی y , x  ٝدس ٔمبيؼ

ٞبی ثشؿی كفش ٞؼتٙذ اضلاع ػٕٛد لجُ اص تغییشؿىُ ٚ ثؼذ اص تغییشؿىُ ٘یض ػٕٛد ثب حبِت تغییشؿىُ ٘ـبٖ داد. ٚلتی تٙؾ

تغییش عَٛ اضلاع ٚ تغییش  . دس كٛستی وٝ ٔٛلؼیت ٚ خٟت إِبٖ ثٝ ٚاػغٝوٙذ()صاٚيٝ ثیٗ اضلاع تغییش ٕ٘ی ٔب٘ٙذثبلی ٔی

ٌشدد )ٔتٛاصی الاضلاع ثٝ خبی تٛا٘ذ تغییش وٙذ. ٚخٛد تٙؾ ثشؿی ثبػث اص ثیٗ سفتٗ صاٚيٝ ػٕٛد ثیٗ اضلاع ٔیحدٓ ٔی

 دٞٙذ.ضلاع سا تغییش ٔیٞبی ثشؿی صاٚيٝ ثیٗ اؿٛ٘ذ ٚ تٙؾٞبی ٘شٔبَ ثبػث تغییش عَٛ اضلاع ٔىؼت ٔیٔؼتغیُ(. تٙؾ

 .ؿٛدِٝ: ثبثت وٙیذ وش٘ؾ حدٕی اص ساثغٝ سٚثشٚ ٔحبػجٝ ٔیأٔؼ

 










zzyyxxii

V

V
 332211

 

 قَاًیي َّک ، هعبدلات سبختبری

سفتبس  ثبؿذ ثشای حبِتٞب ٔیٞب ٚ وش٘ؾحبوٓ ثش ػیؼتٓ وٝ ٕٞبٖ سٚاثظ ثیٗ تٙؾيب ٔؼبدلات ػبختبسی ٔؼبدِٝ ٔـخلٝ  

-وّی صيش ٔیثشای يه ٔبدٜ غیشٕٞؼبٖ ثٝ كٛست وٙذ. ايٗ ساثغٝ ثشای ٓ يبفتٝ ٞٛن تجؼیت ٔییٖ٘ٛ تؼٕالاػتیه خغی اص لب

 ثبؿذ.

(2-15) { } [ ]{ }C  

ثب تٛخٝ ثٝ تمبسٖ تب٘ؼٛسٞبی تٙؾ ٚ آيٙذ. ٞبی ٔبدٜ اػت وٝ ٔؼٕٛلا اص آصٔبيؾ ثذػت ٔیدس آٖ ٔبتشيؼی اص ثبثت [C]وٝ 

( تشْ  ثٝ ػّت 34)يب  81ثبؿذ. ثٙبثشايٗ اص ٘یض ٔتمبسٖ ٔیijklCؿٛد وٝ تب٘ؼٛسدٜ اص ٔفبٞیٓ ا٘شطی ثبثت ٔیوش٘ؾ ٚ ثب اػتفب

-. دس ايٗ حبِت ٔؼبدلات ػبختبسی ٔیٞؼتٙذ ٚ ثبيذ تؼییٗ ٌشد٘ذ )ٔؼتمُ(تشْ غیشٚاثؼتٝ 21ػٝ تمبسٖ روش ؿذٜ دس ثبلا تٟٙب 

  :ٛؿتٝ ؿٛ٘ذتٛا٘ٙذ ثٝ كٛست ٔبتشيؼی صيش ٘
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(2-16) 11 12 13 14 15 16

22 23 24 25 26

33 34 35 36

44 45 46

55 56

66

xx xx

yy yy

zz zz

yz yz

xz xz

xy xy

C C C C C C

C C C C C

C C C C

C C C

sym C C

C

 

 

 

 

 

 

    
    
    
       

     
     
     
     
       

 

 ٚخٛد داسد، ثشای يه ٔبدٜ وبٔلا ٘بٕٞؼبٖ  Cijٞبی ٔٛاد ِٔٛفٝ ٔؼتمُ اص ثبثت 21سٚی ٞٓ سفتٝ   Cij=Cjiتٛخٝ ؿٛد وٝ چٖٛ 

خؼٓ  خٛاف وٝ ٕٞؼبٍٖٕٞٗ وٝ خٛاف خؼٓ دس تٕبْ ٘مبط خؼٓ يىؼبٖ دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿٛد ٚ يه ٔبدٜ وٝ ثشای يه ٔبدٜ 

 ٔیتٛا٘ذ ثٝ كٛست صيش وبٞؾ يبثذ:[C] دس تٕبْ خٟبت دس يه ٘مغٝ يىؼبٖ دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿٛد

(2-17) 

 

 

 

11 12 12 0 0 0

11 12 0 0 0

11 0 0 0
[ ]

11 12 2 0 0

11 12 2 0

11 12 2

C C C

C C

C
C

C C

sym C C

C C

 
 
 
 

  
 

 
 

  

 

  وٝ دس آٖ:

(2-18)  

     

1 11 12
11 ; 12 ; ;

1 2 1 1 2 1 2 2(1 )

E E C C E
C C G G

 

    

 
   

    
 

دس ٔیبٖ ايٗ ػٝ ثبثت  ُثٝ تشتیت ٔذَٚ يبً٘، ضشيت دٛاػٖٛ ٚ ٔذَٚ ثشؿی ٔبدٜ ٞؼتٙذ. تٟٙب دٚ ثبثت ٔؼتم E ٚ ν ٚ G وٝ

ٕٞؼبٖ ثب داؿتٗ دٚ ثبثت، ثبثت ػْٛ سا ٚ ٍٕٞٗ تٛاٖ ٌفت، ثشای ٞش ٔبدٜ ساثغٝ ثیٗ ايٗ ػٝ ثبثت ٔیثش اػبع . ٚخٛد داسد

 ٚ دس ٘تیدٝ داسيٓ: وشداػبع  تٛاٖ اص ٔؼبدِٝ ثبلا ٔحبػجٝ ٔی

(2-19)        










































































































zx

yz

xy

z

y

x

zx

yz

xy

z

y

x

Symmetric

E






































2

21

0
2

21

00
2

21

0001

0001

0001

)21)(1(
 

 :تٛاٖ ثلٛست صيش ثبص٘ٛيؼی وشدسا ٔیٍٕٞٗ ٚ ٕٞؼبٖ ه ٔبدٜ ثشای يفشْ تب٘ؼٛسی سٚاثظ ثبلا 
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(2-20) 2ij ij ll ij ll xx yy zzG            

-ٞب ٔیٞبی تٙؾ سا ثشحؼت ضشيت ثبثتی اص وش٘ؾساثغٝ ثبلا ؿىُ ػٕٛٔی لبٖ٘ٛ ٞٛن ثشای يه ٔبدٜ ٕٞؼبٖ اػت وٝ ِٔٛفٝ

ٌیشی ثبثت وشد وٝ ثشای يه ٛاٖ ثٝ ػٙٛاٖ يه ٘تیدٝتؿٛ٘ذ. ٔیٞبی لأٝ ٘بٔیذٜ ٔی٘یض ٕٞچٙیٗ ثبثت λ  ٍGٞبی دٞذ. ثبثت

 يبثٙذ.تمّیُ ٔی 2ثٝ  21تؼذاد ضشايت الاػتیه غیش ٚاثؼتٝ اص  ٍٕٞٗ ٚ ٕٞؼبٖٔبدٜ 

 ٌشدد.ٌشدد وٝ تبثغ دِتب ثٝ كٛست صيش تؼشيف ٔیيبدآٚسی ٔی

(2-21) 0

1
ij

i j

i j



 



 

 فشْ ٔؼىٛع لبٖ٘ٛ ٞٛن ثٝ كٛست صيش اػت: 

(2-22) 1
ij ij kk ij

E E

 
   


  

E ٚ ν ٜٞبی آصٔبيؾ يه ثؼذی لبثُ حلَٛ ٞؼتٙذ.اص داد 

(2-23) 
   

1 1 1 1
, ,

2
xx xx yy zz xy xy xy yy yy xx zz

E E G E


            


            

 

(2-24) 
G

GG
E

G

EE
G































)23(

)(2)21()1()1(2 

 يهعبدلات تعبدل دیٌبهیک

ٓ. ٕٞب٘ٙذ  ٌیشئی دس ٘ظش 6-2ُ ثؼیبس وٛچه اص خؼٓ سا ٔغبثك ؿى ثشای فشِٔٛٝ وشدٖ ٔؼبدلات تؼبدَ ديٙبٔیىی يه إِبٖ

ٌیشی تٕبْ ٔؼبدلات تؼبدَ، تؼبدَ ٘یشٚٞب دس تٕبْ خٟبت ٔٛسد ٘یبص اػت. تٛخٝ ؿٛد وٝ چٖٛ ايٗ يه حبِت ػٕٛٔی اص ؿىُ

 داسيٓ: xيه ػیؼتٓ ديٙبٔیه اػت ٔدجٛسيٓ ٘یشٚٞبی ايٙشػی لغؼٝ سا ٘یض دس ٘ظش ثٍیشيٓ. ثشای تؼبدَ ٘یشٚٞب دس خٟت 

(2-25)      xx xx xx yx yx yx zx zx

zx x

external force inertial force

d dydz dydz d dxdz dxdz d dxdy

dxdy f udxdydz

       

 

      

   
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 تٌص ّب ثز رٍی یک الوبى ثسیبر کَچک 6-2ضکل

 اػٕبَ ؿذٜ دس ٔشوض إِبٖ اػت. تٛخٝ ؿٛد وٝ: خشٔی٘یشٚٞبی   fxػجبست ػٕت ساػت ٔؼبدِٝ ثیبٍ٘ش ٘یشٚی ايٙشػی اػت ٚ 

(2-26) 
, ,

yxxx zx
xx yx zxd dx d dy d dz

x y z

 
  

 
  

  
 

 ؿٛد:ٛست صيش ٘ٛؿتٝ ٔیثبؿذ وٝ ثٝ كيىی اص ٔؼبدلات تؼبدَ ٔی xتؼبدَ دس خٟت ثٙبثشايٗ ٔؼبدِٝ 

(2-27) 
yxxx zx

xf u
x y z

 


 
   

  
 

 دٞذ:دٚ ٔؼبدِٝ تؼبدَ ديٍش سا ٘تیدٝ ٔی y,zثٝ عٛس ٔـبثٝ تؼبدَ ٘یشٚٞب دس خٟت ٞبی 

(2-28) 
xy yy zy

yf v
x y z

  


  
   

  
 

(2-29) 
yzxz zz

zf w
x y z

 


 
   

  
 

 كٛست صيش ٘ٛؿتٝ ؿٛ٘ذ: تٛا٘ٙذ دس فشْ ٔبتشيؼی ٔختلش ثٝٔی ٔؼبدلات تؼبدَ

(2-30) [ ] { } { } { }T

bL f U   

{{fb   خبسخی دس خٟبت  خشٔیثشداس ٘یشٚٞبیx, y, z اػت  ٚ{U} ثلٛست صيش ٔـتك دْٚ آٖ  ثبؿذ وٝ  ثشداس تغییش ٔىبٖ ٔی

 :ٔیجبؿذ
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(2-31) ..

.. ..

..

{ } { }

x

b y

z

u
f

f f U v

f
w

 
  
  

    
   
   

 

 

 ثش حؼت ػجبسات تغییشٔىبٖ ثٝ كٛست صيش ٘ٛؿت:سا تؼبدَ ٔؼبدِٝ تٛاٖ ٔی ،ثب اػتفبدٜ اص ٔؼبدلات ػبختبسی

(2-32) [ ] [ ][ ]{ } { } { }T

bL C L U f U  

وٙذ. اٌش ثبسٞبی اػٕبِی ثش ػبصٜ عجیؼت اػتبتیىی ٔؼبدِٝ ثبلا ؿىُ وّی ٔؼبدِٝ تؼبدَ ديٙبٔیىی سا دس فشْ ٔبتشيؼی ثیبٖ ٔی

 تٛاٖ ثٝ ٔؼبدِٝ تؼبدَ اػتبتیىی سػیذ: ٔی فٛقٝ داؿتٝ ثبؿٙذ ثب حزف تشْ ٔشثٛط ثٝ ٘یشٚٞبی ايٙشػی دس ٔؼبدِ

(2-33) [ ] [ ][ ]{ } { } {0}T

bL C L U f  

اٌش إِب٘ی ثٝ خشْ ثبؿذ وٝ دس ايٗ سٚؽ اػتفبدٜ اص سٚؽ تب٘ؼٛسی ٔی ٌشددسٚؽ ديٍشی وٝ ٔٙدش ثٝ يبفتٗ ٔؼبدلات تؼبدَ ٔی

dm  ٝسا دس ٘مغp ٛٙيؼیٓ ٚ اص لبٖ٘ٛ وٛؿی ٘یض اػتفبدٜ وٙیٓ داسيٓ:دس ٘ظش ثٍیشيٓ ٚ لبٖ٘ٛ دْٚ ٘یٛتٗ سا ثشای آٖ ث 

(2-34) d dmf V 

V   ْثشداس ػشػت خشdm   ٝدس ٘مغP خبسخی ثٝ ٘یشٚٞبی ػغحی )تٙؾ دس ػغٛح إِبٖ( ٚ ثبؿذ. ثب تمؼیٓ ٘یشٚٞبی  ٔی

 تٛاٖ ٘ٛؿت: ٘یشٚٞبی خشٔی ٔی

(2-35) .
( )

ii B i

S D D

T dA F dV V dV       
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 ٍس:تئَری گب      

دس ٘ظش ثٍیشيذ وٝ ٔشصٞبی آٖ تٛػطظ   Vاْ دیٛػتٝ ٚ ديفشا٘ؼیُ دزيش سا دس حدٓ nيه ٔیذاٖ تب٘ؼٛس ٔشتجٝ 

 تؼشيف ؿذٜ اػت؛ تئٛسی ٌبٚع دس ؿىُ وّی ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی ٌشدد: Sػغح 

(2-36) 
 

...
dV ...

jk

jk i

iV S

T
T dA

x





  

 یب:

(2-37)  ... ,( ) dV ...jk i jk i

V S

T T dA  

ٝ   …Tjkٛع ٞبی ٞبدی ثشداس يىٝ ثٝ ػٕت خبسج اػت. ثشای تب٘ؼٛس ٔشتجطٝ كطفش   أتذاد وؼیٙ νiدس ايٙدب    وط

 :ؿٛد د، ساثغٝ ثبلا ثلٛست صيش ٘ٛؿتٝ ٔیؿٛ٘بٔیذٜ ٔی θيه تبثغ اػىبِش

(2-38) 
, dVi i

V S

dA   

 یب:

(2-30) 
dV

V S

d   A 

dديفشا٘ؼیُ ػغح ثشاثش اػت ثب  dAA  

 ؿٛد.ٔب اص ٔؼبدِٝ ثبلا ثٝ ػٙٛاٖ لبٖ٘ٛ ٌبٚع اؿبسٜ ٔیػٕٛ

 

 تٛاٖ ٘ٛؿت:ٔیٚ ساثغٝ وٛؿی ثب اػتفبدٜ اص لبٖ٘ٛ ٌٛع 

(2-40) .

,( ) 0iij j B i

D

F V dV    

 تٛاٖ ٘ٛؿت:ثب تٛخٝ ثٝ اختیبسی ثٛدٖ دأٙٝ ٔٛسد ٘ظش ٔی

(2-41) 
,ij j B i iF V   
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 هزسی ضزایط

ٞب يب ؿشايظ ٔشصی ضشٚسی ٚ ع اص ؿشايظ ٔشصی ٔٛاخٝ ٞؼتیٓ: ؿشايظ ٔشصی ٔشثٛط ثٝ تغییشٔىبٖدس حبِت وّی ٔب ثب دٚ ٘ٛ

 تٛا٘ٙذ ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ؿٛ٘ذ:ٞب ٔیؿشايظ ٔشصی تغییشٔىبٖ .ؿشايظ ٔشصی ٔشثٛط ثٝ ٘یشٚٞب يب ؿشايظ ٔشصی عجیؼی

(2-42) / /u u and or v v and or w w   

ٞب ٚ ٌبٜٞب دس تىیٝٞبی ٚالؼی تغییشٔىبٖٞب اػت. ثشای ثیـتش ٔذَشای تغییشٔىبٖٔمذاسٞبی ٔؼیٗ ثػلأت ثبس ٘ـبٖ دٞٙذٜ 

ؿٛ٘ذ. دس غیش ٘بٔیذٜ ٔی ؿشايظ ٔشصی ٍٕٞٗا٘ذ ٚ ٔمذاس آٟ٘ب كفش اػت؛ دس ايٗ ٔٛاسد ؿشايظ ٔشصی ثٝ ػٙٛاٖ لیٛد ػبصٜ ٔؼّْٛ

 ٌٛيٙذ.ٔیؿشايظ ٔشصی ٘بٍٕٞٗ ايٗ كٛست آٖ ٞب سا  

  ؿٛ٘ذ:اغّت ثٝ فشْ صيش ثیبٖ ٔیؿشايظ ٔشصی ٘یشٚيی 

(2-43) [ ]{ } { }n t  

 تٛػظ ٔبتشيغ صيش ثیبٖ ٔی ؿٛد: nوٝ 

(2-44) 0 0 0

[ ] 0 0 0

0 0 0

x z y

y z x

z y x

n n n

n n n n

n n n

 
 

  
 
 

 

ٞبی ٘شٔبَ ثٝ ػٕت خبسج سٚی ؿشايظ ٔشصی ٞؼتٙذ. ػلأت ثبس ٔجیٗ ٔمبديش ٔؼّْٛ ٘یشٚٞب دس وؼیٙٛع   ni (i = x, y, z)وٝ

تٛا٘ٙذ ٍٕٞٗ يب  غیشٍٕٞٗ ثبؿٙذ. دس ؿشايظ ٔشصی ٘یشٚيی ٍٕٞٗ ٔشص يه ػغح آصاد ض ٔیؿشايظ ٔشصی ٘یشٚيی ٘یٔشصٞبػت. 

ٞب ؿشايظ ٔشصی ضشٚسی اػت. ٕٔىٗ اػت دس رٞٗ خٛا٘ٙذٜ ايٗ ػٛاَ ٔغشح ؿٛد وٝ چشا ثٝ ؿشايظ ٔشصی ٔشثٛط ثٝ تغییشٔىبٖ

 ثٙذی وٝ. ػجبسات ضشٚسی ٚ عجیؼی اص اػتفبدٜ اص سٚؽ فشَٔٛؿٛدٚ ثٝ ؿشايظ ٔشصی ٘یشٚيی ؿشايظ ٔشصی عجیؼی ٌفتٝ ٔی

(weak form) دس  ا٘ذ.سٚد ٘ـبت ٌشفتٝؿٛد )ٔثُ سٚؽ ثبلیٕب٘ذٜ ٚص٘ی( ٚ ثشای وؼت ػیؼتٓ ٔؼبدلات ثٝ وبس ٔی٘بٔیذٜ ٔی

ثشايٗ ؿشايظ ٔشصی ٞب اسضب ؿٛ٘ذ دس غیش ايٗ كٛست خٛاة اؿتجبٜ خٛاٞذ ؿذ، ثٙبٞب اثتذا ثبيذ ؿشايظ تغییشٔىبٖايٗ سٚؽ

صٔب٘یىٝ ؿشايظ ٔشصی ضشٚسی اسضب ؿٛ٘ذ فشايٙذ حُ ٔٙدش ثٝ ٔؼبدلات تؼبدَ ثٝ ػلاٜٚ ٞب ضشٚسی خٛاٞٙذ ثٛد. تغییشٔىبٖ

آيٙذ ٚ ثٝ اص فشايٙذ حُ ثذػت ٔی ثٝ عٛس عجیؼیٌشدد. ايٗ ثذيٗ ٔؼٙی اػت وٝ ؿشايظ ٔشصی ٘یشٚيی ؿشايظ ٔشصی ٘یشٚيی ٔی

ٚ وٙٙذ، ػجبسات ضشٚسی ٚ عجیؼی ٔؼٙی فیضيىی خبكی اص ٔؼبِٝ سا تٛكیف ٕ٘ی ٘بٔیٓ.سا عجیؼی ٔی آٟ٘ب ت وٝ ػٕٞیٗ دِیُ ا

ٝ تفضیُ ثحث ؿشايظ ٔشصی ث سٚ٘ذ.ثٝ وبس ٔی٘یض ٞبی سيبضی ٞؼتٙذ ٚ ثشای ٔؼبئُ ديٍشی ثٝ خض ٔىب٘یه ػجبست ٟب٘دس ٚالغ آ

 ٌیشد. دس فلَٛ ديٍش ٔٛسد ثحث لشاس ٔی
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 اجسبم الاستیسیتِ خطير د ثذست آهذُهعبدلات  

 ثبؿٙذ. وش٘ؾ ٔی-ؿبُٔ ٔؼبدلات تؼبدَ، سٚاثظ وش٘ؾ تغییشٔىبٖ، ٚ سٚاثظ تٙؾٔؼبدلات ثذػت آٔذٜ دس ايٗ ثخؾ 

 ٔدٕٛػٝ وبُٔ ٔؼبدلات ثشای الاػتیؼیتٝ خغی ثشای يه خؼٓ ٍٕٞٗ ٚ ٕٞؼبٖ ؿبُٔ ٔؼبدلات صيش اػت:

 ٔؼبدلات تؼبدَ:

 ) ػٝ ٔؼبدِٝ ( (2-45)
, 0ij j BiF   

 وش٘ؾ:-سٚاثظ تٙؾ

 ) ؿؾ ٔؼبدِٝ ( (2-46)
ijijllij G 2 

 سٚاثظ وش٘ؾ تغییشٔىبٖ:

 ) ؿؾ ٔؼبدِٝ ( (2-47)
, ,

1
( )

2
ij i j j iu u   

تٛا٘یٓ ِٔٛفٝ تغیشٔىبٖ( داسيٓ وٝ ٔی 3ِٔٛفٝ ٔؼتمُ وش٘ؾ ٚ  6ِٔٛفٝ ٔؼتمُ تٙؾ،  6ٔدَٟٛ )  15ٔؼبدِٝ ٚ  15دس ايٙدب ٔب 

 ٔحبػجٝ وٙیٓ ِٚی ثبيذ ٔغٕئٗ ؿٛيٓ وٝ ٔؼبدلات ػبصٌبسی ٘یض حتٕب اسضب ٌشد٘ذ.   ٛلات سأدٟ

ٞب حُ ٔؼبدلات تؼبدَ ٔؼبدلات ثذػت آٔذٜ دس ايٗ ثخؾ لبثُ وبسثشد ثشای اخؼبْ خبٔذ ػٝ ثؼذی ٞؼتٙذ. ٞذف ثیـتش تحّیُ

 تٛا٘ٙذ ثشای ا٘ٛاعثٝ عٛس تئٛسيه ايٗ ٔؼبدلات ٔیٞبی ٔیذاٖ )وٝ دس ايٗ خب تغییشٔىبٖ ثٛد( اػت. ٚ وؼت خٛاة ثشای ٔتغیش

ػٝ ثؼذی ٞؼتٙذ. اٌشچٝ دس  ٟب عجیؼتبًسٚ٘ذ، چٖٛ ثٝ عٛس فیضيىی ٕٞٝ آ٘ ٞب ٔثُ خشدبٞب، تیشٞب، كفحبت ٚ دٛػتٝ ٞب ثٝ وبسػبصٜ

٘یض اص ٘ظش ػّٕی غیش  ثشد ٚ دس ثؼضی ٔٛاسدٞب ٞضيٙٝ ٔحبػجبتی سا ثبلا ٔی٘ظش ٌشفتٗ تحّیُ ػٝ ثؼذی ثشای تٕبْ ا٘ٛاع ػبصٜ

ا٘ذ. ای ٔتفبٚت ٌؼتشؽ يبفتٝٞب ثشای اخضای ػبصٜٞبی ٞٙذػی ػبصٜٞبيی ثشای دس ٘ظش ٌشفتٗ ٔضيتٕٔىٗ اػت. ثٙبثشايٗ تئٛسی

 تٛا٘ذ ػجت وبٞؾ لبثُ تٛخٝ دس حدٓ ٔحبػجبت ٚ آ٘بِیض ٌشدد.وبسثشد ايٗ تئٛسيٟب ثب يه سٚؽ ٔٙبػت ٔی

ای ٞذف ٔب يبفتٗ يه خٛاة ثشای يه ٔؼبدِٝ ديفشا٘ؼیُ دبسٜ حبوٓ ثش ػیؼتٓ ٔٛسد ٔغبِؼٝ،دغ اص يبفتٗ ٔؼبدِٝ  دس ٟ٘بيت

تٛا٘ذ ؿبُٔ ثبؿذ ثٝ ٘حٛی وٝ ايٗ ٔؼبدِٝ دس تٕبْ ٘مبط ٚ ٕٞچٙیٗ دس ؿشايظ ٔشصی خؼٓ اسضب ؿٛد. ايٗ خٛاة ٔیحبوٕٝ ٔی

 ٞب ٚ يب تٙؾ ٞب ٚ ... ثبؿذ. دبيیخبث
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 يهعبدلات اعضبی خزپبی 2-2-1-2

٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ اػت. ٕٞبٖ عٛس وٝ دس ؿىُ  ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ دس ٞش ػضٛ اص خشدب  7-2يه ػبصٜ خشدبيی ٔؼَٕٛ دس ؿىُ 

اػٕبَ ؿذٜ اػت. ثٙبثشايٗ يه ػضٛ خشدب دس ٚالغ يه  xيىی اص اثؼبد ثؼیبس ثضسٌتش اص دٚ ثؼذ ديٍش اػت. ٘یشٚ تٟٙب دس خٟت 

اص ٔؼبدلات ػٝ   y  ٚzٞبی ٔشثٛط ثٝ خٟتتٛا٘ٙذ ثب حزف تشْبْ يه ثؼذی ٔیخؼٓ يه ثؼذی اػت. ٔؼبدلات تؼبدَ ثشای اخؼ

 xاػت، ٚ ٘یشٚٞبی خبسخی ٘یض دس خٟت  xاثؼبد ػغح ٔمغغ خؼٓ ثؼیبس وٛچىتش اص ثؼذ خؼٓ دس خٟت  ثؼذی ثذػت آيٙذ.

 خٛاٞذ ثٛد.  xا٘ذ، ثٙبثشايٗ تغییشٔىبٖ ٔحٛسی تٟٙب تبثؼی اص اػٕبَ ؿذٜ

 

 
 پبعضَ خز 7-2ضکل 

 ٍ کزًص  تٌص

ؿٛد، ثیبٖ ٔی ζxخٛاٞذ ثٛد وٝ اغّت ثٝ كٛست  ζxxتٙؾ دس ػضٛ خشدبيی تٟٙب  y,zٞبی ٔشثٛط ثٝ تٙؾ دس خٟت ثب حزف تشْ

 ؿٛد:ساثغٝ وش٘ؾ تغییشٔىبٖ ٘یض ثٝ كٛست صيش ػبدٜ ٔی ؿٛد.٘ـبٖ دادٜ ٔی εxاػت وٝ ثٝ كٛست  εxxوش٘ؾ ٘ظیش ٘یض 

(2-48) 
x

u

x






 

 هعبدلات سبختبری

 لبٖ٘ٛ ٞٛن ثشای اخؼبْ يه ثؼذی ؿىُ ػبدٜ صيش سا داسد:

(2-49) 
x xE  

تٛا٘ذ ثب اػتفبدٜ اص يه آصٔبيؾ وـؾ ٚ يب فـبس ( ٔیEايٗ دس ٚالغ ؿىُ اكّی لبٖ٘ٛ ٞٛن دس يه ثؼذ اػت. ٔذَٚ يبً٘ )

 ػبدٜ ٔحبػجٝ ٌشدد. 

 کي هعبدلات تعبدل دیٌبهی

 آيذ:اص ٔؼبدِٝ ٔؼبدِٝ تؼبدَ ديٙبٔیىی ثشای اخؼبْ ػٝ ثؼذی ثٝ كٛست صيش دس ٔی y  ٍzثب حزف تشْ ٔشثٛط ثٝ خٟت 
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(2-50) x
xf u

x





 


 

اػت( ثٝ  x ٔؼتمُ اص E، ٔؼبدِٝ حبوٓ ثشای خشدبی الاػتیه ٚ ٍٕٞٗ ) 50-2دس ٔؼبدِٝ  49-2ٚ  48-2بدلات ثب خبيٍزاسی ٔؼ

 ثبؿذ:ت صيش ٔیكٛس

(2-51) 2

2 x

u
E f u

x



 


 

 تٛاٖ ٔؼبدِٝ تؼبدَ اػتبتیىی سا ثشای خشدبٞب ثذػت آٚسد:ٔی 50-2 ثب حزف تشْ ايٙشػی اص ٔؼبدِٝ

(2-52) 
0x

xf
x


 


 

-ثذػت ٔی 51-2ی اص ٔؼبدِٝ ٔؼبدِٝ تؼبدَ اػتبتیه ثش حؼت تغییشٔىبٖ ثشای خشدبی الاػتیه ٚ ٍٕٞٗ ثب حزف تشْ ايٙشػ

 آيذ:

(2-53) 2

2
0x

u
E f

x


 


 

 تٛا٘ذ ثٝ كٛست صيش ٘ٛؿتٝ ؿٛد: ٔؼبدِٝ ثبلا ٔی Aای ثب ػغح ٔمغغ ثبثت ثشای ٔیّٝ

(2-54) 2

2
0x

u
EA F

x


 


 

 ٘یشٚی خبسخی اػٕبِی دس خٟت ٔحٛس ٔیّٝ اػت. Fx=fxAدس آٖ    وٝ

 زّبهعبدلات تی 2-2-1-3

ی ب٘یشٚٞ ای ؿجیٝ ثٝ يه ػضٛ خشدبيی داسد ثب ايٗ تفبٚت وٝوٙیٓ، يه تیش ٞٙذػٝٔـبٞذٜ ٔی 8-2ٕٞب٘غٛس وٝ دس ؿىُ 

بثشايٗ دس تیش خٕؾ تیش اػت. ثٙ ؿٛ٘ذ ثذيٗ ٔؼٙی وٝ خٟت ثبسٞب ػٕٛد ثش خٟت ٔحٛساػٕبِی ثش تیش ثٝ كٛست ػشضی ٚاسد ٔی

 خٛاٞذ ثٛد. xتبثؼی اص   yآيذ، دس ايٗ حبِت خیض دس خٟتثٝ ٚخٛد ٔی

 تٌص ٍ کزًص  

ٞؼتٙذ. تئٛسيٟبی صيبدی ثشای تحّیُ  ζxzٞبی ثشؿی ٚ تٙؾ  ζxxٞبی ٘شٔبَ ٞب دس ػغح ٔمغغ يه تیش ثٝ كٛست تٙؾتٙؾ

اثؼبد ػغح ٔمغغ خؼٓ ثؼیبس وٛچىتش اص ثؼذ دس  ؿٛ٘ذ.خیض تیشٞب ٚخٛد داسد. ايٗ تئٛسيٟب اكٛلا ثٝ دٚ دػتٝ وّی تمؼیٓ ٔی

ؿٛ٘ذ، ثٙبثشايٗ خیض تیش تٟٙب تبثؼی ػٕٛد ثش ٔحٛس تیش اػٕبَ ٔی  zت ٔحٛس تیش اػت ٚ ٘یشٚٞبی اػٕبِی ٘یض دس خٟت ػشضی خٟ

 خٛاٞذ ثٛد. xاص 
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 تیز ثب تکیِ گبُ ّبی سبدُ 8-2ضکل

 
 u=-z θثزًَلي ثزای تیزّبی ثبریک -فزضیِ اٍیلز 9-2ضکل 

. تٕشوض ايٗ وتبة ثش سٚی تیشٞبی ثبسيه اػت وٝ ثبؿٙذ ٔی ضخیٓٚ تیشٞبی يه ثبستئٛسی تیشٞبی دٚ تئٛسی ٔٛخٛد دس تیشٞب، 

ای ػٕٛد ٔمبعغ كفحٝوٝ  ؿٛدفشم ٔی ثشِ٘ٛی-اٚيّش  ؿٛد. دس تئٛسی تیشيبد ٔی اص  آٖ ٞبثشِ٘ٛی -اٚيّشاغّت ثٝ ػٙٛاٖ تیشٞبی 

تغییشؿىُ يبفتٝ تیش)ٕٞبٖ تبس خٙثی كٛست كفحٝ ٚ ػٕٛد ثش ٔحٛس  ثش ٔحٛس عِٛی تیش لجُ اص خٕؾ، دغ اص خٕؾ ٘یض ثٝ

كفش اػت )ثٝ ػّت  εxzسػیٓ، اَٚ ايٙىٝ وش٘ؾ ثشؿی (. ثب ايٗ فشم ثٝ دٚ ٘تیدٝ ٔی9-2ٔب٘ٙذ )ٕٞب٘ٙذ ؿىُ تیش( ثبلی ٔی

  :ايٙىٝ تغییش صاٚيٝ ٘ذاؿتیٓ(

(2-55) 0zx  

 كفش اػت. ثشاثش ηxzتٛاٖ ٘تیدٝ ٌشفت وٝ تٙؾ ثشؿی وٝ اص آٖ ٔی

 ؿٛد:اص تبسخٙثی ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی zدس فبكّٝ  u٘تیدٝ دْٚ ايٗ اػت وٝ تغییشٔىبٖ ٔحٛسی 

(2-56) u z  

θ  ٝدس ساثغٝ ثبلا دٚساٖ دس كفحx-z تٛا٘ذ اص خیض ٔحٛس تیش اػت. ايٗ دٚساٖ ٔیw  دس خٟتz :ثذػت آيذ 

(2-57) w

x





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 ؿٛد:تٛا٘ذ تٛػظ ساثغٝ صيش دادٜ ٔیٞبی ٘شٔبَ ٚ خیض ٔیاستجبط ثیٗ وش٘ؾ

(2-58) 2

2xx

u w
z zLw

x x


 
    
 

 

 ؿٛد:ادشاتٛس ديفشا٘ؼیّی اػت وٝ ثٝ كٛست صيش تؼشيف ٔی Lوٝ دس آٖ 

(2-59) 2

2
L

x





 

 هعبدلات سبختبری

 سٚد:ٖٛ ٞٛن ثٝ ؿىُ صيش ثشای تیشٞب ثىبس ٔیٔـبثٝ ٔؼبدِٝ اػضبی خشدبيی لب٘

(2-60) 
xx xxE  

 ٘یشٚٞبی ثشؿی ٚ ٍِٙشٞبی خٕـی

ٞب تحت اثش تیش. اص عشف ديٍش ؿٛ٘ذتیش ايدبد ٔی ٔمغغ ٞبيی دسٞب ٚ ثشؽٕٔبٖ ،ثبسٌزاسی ػشضی سٚی تیشٞب ٚخٛدثٝ ػّت 

ای اص تیش وٝ ٕ٘بيٙذٜ dxيه إِبٖ وٛچه ثغَٛ  10-2ٙذ. دس ؿىُٙا تدشثٝ وخٕؾ ستٛا٘ٙذ ٕٔبٖ خبِق ٚاسدٜ ثٝ تیش ٞٓ ٔی

لشاس داسد؛ وٝ ی ٚ ٘یشٚی ايٙشػ Q، ٘یشٚی ثشؿی  M، ٍِٙش خٕـی  fz دٞذ. ايٗ إِبٖ تحت ثبسٞبی خبسخیاػت سا ٕ٘بيؾ ٔی

ρ  ٚ چٍبِیA .ػغح ٔمغغ اػت 

 

 
 dxالوبى جذاضذُ کَچکي اس تیز ثِ طَل  11-2ضکل 
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 تٌص ّبی ًزهبل ایجبد ضذُ ثِ علت لٌگزّب 11-2لضک

وٙٙذ. ايٗ ايدبد ٔی xدس خٟت  ζxx٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ، ٍِٙشٞب دس ػغح ٔمغغ تٙؾ ٞبی ٘شٔبَ  11-2ٕٞب٘غٛس وٝ دس ؿىُ 

 ٔحبػجٝ ؿٛ٘ذ: 60-2دس ٔؼبدِٝ  58-2تٛا٘ٙذ ثب خبيٍضيٙی ٔؼبدِٝ ٞب ٔیتٙؾ

(2-61) 
xx zELw   

وٙٙذ. تیش ثٝ كٛست خغی تغییش ٔی سٚی ػغح ٔمغغ ζxxٞبی ٘شٔبَ دس خٟت لبئٓ ؿٛد وٝ تٙؾؼبدِٝ ثبلا ٔـبٞذٜ ٔیدس ٔ

ٞبی دس ٌیشی اص تٙؾثب ا٘تٍشاَآيٙذ ٞب دس ػشتبػش ػغح ٔمغغ ثذػت ٔیٌیشی اص تٙؾٍِٙشٞب ٚ ٘یشٚٞبی ثشؿی ثٛػیّٝ ا٘تٍشاَ

 غغ سػیذ:تٛاٖ ثٝ ٍِٙش ٔٛخٛد دس ٔمسٚی ػغح ٔمغغ ٔی

(2-62) 
 

2
2

2xx
A A

w
M zdA E z dA Lw EILw EI

x



      

  

I  ٕٞبٖ ٍِٙش دْٚ ػغح )ٕٔبٖ ايٙشػی( حَٛ ٔحٛسy ساثغٝ صيش ٔحبػجٝ ٌشدد: تٛا٘ذ ثشای يه ؿىُ ٔؼّْٛ ثباػت، وٝ ٔی 

(2-63) 2

A
I z dA  

 :ثشای إِبٖ داسيٓ (z) حبَ ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ تؼبدَ ٘یشٚٞب سا دس خٟت لبئٓ 

(2-64)    0zdQ F x Aw dx   

(2-65) 
 z

dQ
F x Aw

dx
   

 ٕٞچٙیٗ اٌش تؼبدَ ٍِٙشٞبی إِبٖ سا حَٛ ػٕت ساػت إِبٖ ثشسػی وٙیٓ خٛاٞیٓ داؿت:

(2-66) 
  

21
0

2
zdM Qdx F Aw dx    
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(dx) ٞبی وٛچه ٔشتجٝ دْٚ ؿبُٔثب كشف ٘ظش اص تشْ
2
 سػیٓ:ٝ صيش ٔیاص ٔؼبدِٝ لجُ ثٝ ساثغ 

(2-67) dM
Q

dx
 

 :(67-2)دس ٔؼبدِٝ  (62-2)ٚ ثبلاخشٜ ثب خبيٍضيٙی ٔؼبدِٝ

(2-68) 3

3

w
Q EI

x


 


 

 وٙٙذ.ثشِ٘ٛی سا ثیبٖ ٔی -استجبط ثیٗ ٍِٙشٞبی خٕـی ٚ ٘یشٚٞبی ثشؿی ثب خیض يه تیش اٚيّش (68-2)ٚ ( 62-2)ٔؼبدلات 

 تعبدل دیٌبهیکي  هعبدلات 

 آيذ:ثذػت ٔی 65-2دس  68-2ثشای يه تیش ثٝ ػبدٌی ثب خبيٍضيٗ وشدٖ ٔؼبدِٝ  ٔؼبدِٝ تؼبدَ ديٙبٔیىی

(2-69) 4

4 z

w
EI Aw F

x



 


 

 تٛا٘ذ ثب حزف تشْ ديٙبٔیىی اص ٔؼبدِٝ لجُ ثذػت آيذ:ٔؼبدِٝ تؼبدَ اػتبتیىی ثشای تیشٞب ٔی

(2-70) 4

4 z

w
EI F

x





 

 اجسبم دٍ ثعذی هعبدلات ثزای 2-2-1-4

ؿٛ٘ذ. ثشای ثیبٖ يه ٔؼبِٝ ثٝ ٔؼبئُ ػٝ ثؼذی سا ثتٛاٖ ثٝ كٛست دٚ ثؼذی دس ٘ظش ٌشفت ايٗ ٔؼبئُ ثٝ ؿذت ػبدٜ ٔیاٌش 

تٕبْ ؿٛد وٝ ٚ ثٙبثشايٗ فشم ٔی( zٔؼٕٛلا ٔحٛس ( كٛست دٚ ثؼذی ٔب اكٛلا ػؼی ثش حزف يىی اص ٔحٛسٞبی ٔختلبت داسيٓ

-اثش ٔی x-yٞؼتٙذ ٚ دس كفحٝ  zٔتغیشٞبی ٔؼبِٝ ثٝ آٖ ٔحٛس ثؼتٍی ٘ذاس٘ذ، ٔثلا تٕبْ ٘یشٚٞبی خبسخی ٔؼتمُ اص ٔحٛس 

 .ٞؼتیٓ ٔٛاخٝ(x,y) ٔب ثب ػیؼتٕی دٚ ٔختلبتی وٙٙذ. ثٙبثشايٗ 

ٚ ٔؼبئُ  ٔؼغحٝ وش٘ؾبئُ ٚ ٔؼتٙؾ ٔؼغحٝ ٘ٛع اص ٔؼبئُ دٚ ثؼذی دس استجبط ثب اخؼبْ خبٔذ ٚخٛد داسد: ٔؼبئُ  ػٝاكٛلا  

 . ٔتمبسٖ ٔحٛسی
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 8تٌص هسطحهسبئل 

ٚ ٘یشٚٞبی  خیّی وٛچىتش اػت x,yدس خٟت ٞبی  خؼٓدس ٔمبيؼٝ ثب اثؼبد  zدس ٔؼبئُ تٙؾ ٔؼغح ضخبٔت دس خٟت 

غییشٔىبٟ٘ب ٚ ثٙبثشايٗ تثشاثش كفش٘ذ   z (ζzx ,ζzy, ζzz)دس خٟت وٙٙذ ٚ تٕبْ تٙؾ ٞب اثش ٔی x-yخبسخی ٘یض تٟٙب دس كفحٝ 

  .ا٘ذ(٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ 12-2)ٕٞب٘غٛس وٝ دس ؿىُ  ؿٛ٘ذٔی x,yتٟٙب تبثؼی اص 

ثٝ آػب٘ی تٛا٘ذ ٔؼبِٝ ٔی، ايٗ ِضٚٔب كفش ٘یؼت εzzكفش ٞؼتٙذ أب  εzx , εzyوش٘ؾ  تٛخٝ ؿٛد وٝ ثشای ٔؼبئُ تٙؾ ٔؼغح

 .اثجبت ؿٛد لبٖ٘ٛ ٞٛن وّی تٛػظ اػتفبدٜ اص ٔؼبدِٝ

 
 ٌص هسطحِهسبئل ت 12-2ضکل

ٞبی آيذ. ِٔٛفٝدس حبِت ػٝ ثؼذی ثذػت ٔی zٞبی ٔشثٛط ثٝ خٟت ثب حزف ِٔٛفٝ ٔؼبئُ تٙؾ ٔؼغحػیؼتٓ ٔؼبدلات ثشای 

 تٙؾ دس ايٗ حبِت ثشاثش٘ذ ثب:

(2-71) 

{ }

xx

yy

xy



 



 
 

  
 
 

 

 ؿٛ٘ذ:ٞبی وش٘ؾ دس ٞش ٘مغٝ ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔیِٔٛفٝ حبِت تٙؾ ٔؼغحٝدس ٕٞچٙیٗ 

(2-72) 

{ }

xx

yy

xy



 



 
 

  
 
 

 

 تغییشٔىبٖ ٘یض ػجبستٙذ اص: -سٚاثظ وش٘ؾ

(2-73) 
; ;xx yy xy

u v u v

x y y x
  

   
   
   

 

u,v  ثٝ تشتیت ِٔٛفٝ ٞبی تغییشٔىبٖ دس ساػتبیx,y تغییشٔىبٖ دس فشْ ٔبتشيؼی ٘یض ثٝ كٛست صيش اػت: -ٞؼتٙذ. ساثغٝ وش٘ؾ 

                                                      
Plane Stress

8
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(2-74) { } [ ]{ }L U  

 ٔىبٖ ؿىُ صيش سا داسد:وٝ ثشداس تغییش

(2-75) 
{ }

u
U

v

 
  
 

 

 ٌشدد:ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی 14-2ٚ ٔبتشيغ ادشاتٛس ديفشا٘ؼیّی ثٝ ساحتی ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٔؼبدِٝ 

(2-76) 0

[ ] 0

x

L y

y x

  
 

  
 
     

 

 سٚاثظ ػبختبسی 

 71-2ثٝ تشتیت دس ٔؼبدلات  {ε}ٚ  {ζ}ؿٛد وٝ دس آٖ ٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔیدس فشْ ٔبتشيؼی ث تٙؾ ٔؼغحلبٖ٘ٛ ٞٛن ثشای 

 ثیبٖ ؿذ٘ذ. 2-72ٚ 

(2-77) { } [ ]{ }C  

[C] آيٙذ. ثشای حبِت تٙؾ ٔؼغح ٚ خؼٓ ٕٞؼبٖ داسيٓ:ٞبی ٔبدٜ اػت وٝ اص آصٔبيؾ ثذػت ٔی٘یض ٔبتشيؼی اص ثبثت 

(2-78) 

 

 2

1 0

[ ] 1 0
1

0 0 1 2

E
C PlaneStress








 
 

  
  

 

0zx ثشای ثذػت آٚسدٖ ٔبتشيغ ثبلا ؿشايظ zy zz      َسا دس لبٖ٘ٛ تؼٕیٓ يبفتٝ ٞٛن ثشای اخؼبْ ٕٞؼبٖ، اػٕب

 ايٓ.ٕ٘ٛدٜ

 

 

 9وش٘ؾ ٔؼغحٔؼبئُ 

ػغح  اػت ٚ ٘یشٚٞب ٚ x,yثؼیبس ثضسٌتش اص اثؼبد خؼٓ دس خٟبت  (z)دس ٔؼبئُ وش٘ؾ ٔؼغح ثؼذ خؼٓ دس خٟت ضخبٔت

تٛا٘ذ ثیبٍ٘ش سفتبس خؼٓ ثبؿذ ٚ ثٙبثشايٗ وٙٙذ. دس ايٗ حبِت يه ػغح ٔمغغ اص خؼٓ ٔیتغییش ٕ٘ی zدس خٟت ٔمغغ ٘یض 

                                                      
Plane Strain

9
  



27 

 

ٞب دس ٞبی وش٘ؾدس ٞش ٘مغٝ ٔمیذ ؿذٜ اػت ٚ تٕبْ ِٔٛفٝ zثبؿٙذ ٚ حشوت دس ساػتبی ٔی x,yٞب تٟٙب تبثؼی اص تغییشٔىبٖ

 ا٘ذ(.٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ 2-13ؿىُ  كفش ٞؼتٙذ )ٕٞب٘غٛس وٝ دس z (εzx , εzy, εzz)خٟت 

 
 هسبئل کزًص هسطحِ 13-2ضکل 

تٛا٘ذ ثٝ آػب٘ی ثب اػتفبدٜ اص ِضٚٔب كفش ٘یؼت وٝ ايٗ ٔٛضٛع ٔی ζzz كفش٘ذ أب ζzx ,ζzyٞبی ثشای ٔؼبئُ وش٘ؾ ٔؼغحٝ تٙؾ

ٞبی ٔشثٛط ثٝ خٟت فٝثب حزف ِٔٛ ٘یض ٕٞب٘ٙذ حبِت تٙؾ ٔؼغح وش٘ؾ ٔؼغحػیؼتٓ ٔؼبدلات ثشای  اثجبت ؿٛد. لبٖ٘ٛ ٞٛن

z دس ايٗ حبِت ثشاثش٘ذ ثب:وش٘ؾ ٞبی آيذ. ِٔٛفٝدس حبِت ػٝ ثؼذی ثذػت ٔی 

(2-79) 

{ }

xx

yy

xy



 



 
 

  
 
 

 

 ؿٛ٘ذ:دس ٞش ٘مغٝ ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی تٙؾ ٘یضٞبی ِٔٛفٝ

(2-80) 

{ }

xx

yy

xy



 



 
 

  
 
 

 

 ص:ػجبستٙذ اثبص تغییشٔىبٖ ٘یض  -سٚاثظ وش٘ؾ

(2-81) 
; ;xx yy xy

u v u v

x y y x
  

   
   
   

 

u,v  ثٝ تشتیت ِٔٛفٝ ٞبی تغییشٔىبٖ دس ساػتبیx,y تغییشٔىبٖ دس فشْ ٔبتشيؼی ٘یض ثٝ كٛست صيش  -ٞؼتٙذ. ساثغٝ وش٘ؾ

 اػت:

(2-82) { } [ ]{ }L U  

 ؿىُ صيش سا داسد: ٔىبٖوٝ ثشداس تغییش
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(2-83) 
{ }

u
U

v

 
  
 

 

 ٌشدد:ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی 14-2ٚ ٔبتشيغ ادشاتٛس ديفشا٘ؼیّی ثٝ ساحتی ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٔؼبدِٝ 

(2-84) 0

{ } 0

x

L y

y x

  
 

  
 
     

 

 رٍاثط سبختبری 

ثٝ تشتیت دس { ε}ٚ  {ζ}ؿٛد وٝ دس آٖ دس فشْ ٔبتشيؼی ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی حبِت وش٘ؾ ٔؼغحلبٖ٘ٛ ٞٛن ثشای ثبص 

 ثیبٖ ؿذ٘ذ. 80-2ٚ  79-2ت ٔؼبدلا

(2-85) { } [ ]{ }C  

[C] ٔؼغح ٚ خؼٓ ٕٞؼبٖ داسيٓ: وش٘ؾ. ثشای حبِت آيٙذٞبی ٔبدٜ اػت وٝ اص آصٔبيؾ ثذػت ٔی٘یض ٔبتشيؼی اص ثبثت 

(2-86) 
 

  

 

 

    
 

1 1 0
1

[ ] 1 1 0
1 1 2

0 0 1 2 2 1

E
C Plane Strain

 


 
 

 

 
  

  
 

   

 

0zx ثشای ثذػت آٚسدٖ ٔبتشيغ ثبلا ؿشايظ zy zz     ٛٞ ٝن ثشای اخؼبْ ٕٞؼبٖ، اػٕبَ سا دس لبٖ٘ٛ تؼٕیٓ يبفت

خبيٍضيٗ ثشای تٙؾ ٔؼغح ( 78-2دس ساثغٝ )  E/(1-2ν)  ٚν/(1-ν) سا ثٝ تشتیت ثب E  ٍνايٓ. يب سٚؽ ديٍش ايٗ اػت وٝ ٕ٘ٛدٜ

 .ٕ٘بيیٓ

 در هسبئل تٌص ٍ کزًص هسطح هعبدلات تعبدل دیٌبهیکي

تب  27-2اص ٔؼبدلات   zٞبی ٔشثٛط ثٝ خٟتتٛاٖ ثب حزف تشْخؼٓ دٚثؼذی سا ثٝ ساحتی ٔی ٔؼبدلات تؼبدَ ديٙبٔیه ثشای يه

 ثذػت آٚسد: 2-29

(2-87) 
yxxx

xf u
x y





  

 
 

(2-88) xy yy

yf v
x y

 


 
  

 
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 تٛاٖ ثٝ كٛست صيش ثیبٖ وشد:ايٗ ٔؼبدلات تؼبدَ سا دس فشْ ٔختلش ٔبتشيؼی ٔی

(2-89) [ ] { } { } { }T

bL f U   

{fb } :ثیبٍ٘ش ثشداس ٘یشٚٞبی خبسخی اػت 

(2-90) 
{ }

x

b

y

f
f

f

 
  
 

 

 ؿٛ٘ذ:تؼبٚی ثشاثش كفش اػت ٚ ٔؼبدلات تؼبدَ ثٝ فشْ صيش ٘ٛؿتٝ ٔیثشای ٔؼبئُ اػتبتیىی ػٕت ساػت 

(2-91) [ ] { } { } {0}T

bL f   

ؿٛ٘ذ ٚ ٞضيٙٝ ٔحبػجبتی تش حُ ٔیدس ٔمبيؼٝ ثب ٔؼبدلات حبِت ػٝ ثؼذی ثؼیبس آػبٖ اسائٝ ؿذٜ دس فضبی دٚ ثؼذیٔؼبدلات 

 وٕتشی لاصْ داس٘ذ.

 

 10ٔؼبئُ ٔتمبسٖ ٔحٛسی

ٞبی ٔٛخٛد ٘یض ثخبعش ٌیشد، تٙؾتحت اثش ثبس ٔتمبسٖ ٔحٛسی لشاس ٔیٔتمبسٖ دس ٔؼبئُ ٔتمبسٖ ٔحٛسی ٍٞٙبٔی وٝ خؼٓ 

ػبصد. اص ايٗ سٚ تٕبْ ٔـتمبت ٘ؼجت ثٝ ٔی xyثب كفحٝ   zكفحٝ لبئٓ دس ساػتبی ٔحٛس ثبؿذ وٝ ای ٔیصاٚيٝ تمبسٖ ٔؼتمُ اص

ٞبی  ٌشدد ٚ ِٔٛفٝصاٚيٝ كفش ٔی
zrzrv   ٔی  تغییشٔىبٖ -وش٘ؾ ٌشد٘ذ ٚ ِٔٛفٝ ٞبی غیش كفشٔیكفش  ,,,,

 تٛا٘ٙذ ثلٛست صيش ٘ٛؿتٝ ؿٛ٘ذ:

(2-92) 
r z rz

u u w u w

r r z z r
   

   
    
   

 

ثلٛست صيش  ٔتمبسٖ ٔحٛسیٔؼبئُ تٙؾ ثشداس تٙؾ ثشای  .ٞؼتٙذ w,rثٝ تشتیت ِٔٛفٝ ٞبی تغییشٔىبٖ دس ساػتبی  u ٚ wوٝ 

 :٘ٛؿتٝ ٔیـٛد

(2-93) 

{ }

r

z

rz












 
 
 

  
 
  
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 ؿٛ٘ذ:ٞبی وش٘ؾ دس ٞش ٘مغٝ ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔیِٔٛفٝثشداس حبِت ايٗ دس ٕٞچٙیٗ 

(2-94) 

{ }

r

z

rz












 
 
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  
 
  

 

 تغییشٔىبٖ دس فشْ ٔبتشيؼی ٘یض ثٝ كٛست صيش اػت: -ساثغٝ وش٘ؾ

(2-95) { } [ ]{ }L U  

 ٔىبٖ ؿىُ صيش سا داسد:وٝ ثشداس تغییش

(2-96) 
{ }

u
U

w

 
  
 

 

 ٌشدد:ٔیثٝ كٛست صيش ثیبٖ  92-2ٚ ٔبتشيغ ادشاتٛس ديفشا٘ؼیّی ثٝ ساحتی ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ ٔؼبدِٝ 

(2-97) 
0

1
0

[ ]

0

r

r
L

z

z r

 
 
 
 
 

  


 
  
  
 
  

 

 سٚاثظ ػبختبسی 

ثٝ تشتیت دس { ε}ٚ  {ζ}ؿٛد وٝ دس آٖ دس فشْ ٔبتشيؼی ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔیٔؼبئُ ٔتمبسٖ ٔحٛسی لبٖ٘ٛ ٞٛن ثشای 

 ثیبٖ ؿذ٘ذ. 94-2ٚ  93-2ٔؼبدلات 

(2-98) { } [ ]{ }C  

[C] خؼٓ ٕٞؼبٖ داسيٓ: يه آيٙذ. ثشایبی ٔبدٜ اػت وٝ اص آصٔبيؾ ثذػت ٔیٞ٘یض ٔبتشيؼی اص ثبثت 
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(2-99) 

  
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1 0
1 1 2
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2
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  
 

 
 


  


 

 
    

       
     

      
         

 

 
 استَاًِ تحت اثز ثبر هتقبرى هحَری 14-2ضکل 
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 ست آٍریذ.ثزای حبلت تٌص هسطح ٍ کزًص هسطح هعبدلِ تعبدل را ثزحست تغییزهکبى ثذهسألِ: 

 ثبؿذ:ٕٞب٘غٛس وٝ روش ؿذ ثشای ٔؼبئُ دٚثؼذی ٔؼبدِٝ تؼبدَ حبوٓ ثلٛست صيش ٔی

yxxx
xf u

x y





  

 
                                                                                                      (1) 

xy yy

yf v
x y

 


 
  

 
 

 ثبؿٙذ.ٔی x ٚ yٝ ٞبی تغییشٔىبٖ دس ساػتبی ِٔٛف u ٚ vوٝ 

 ثشای سٚاثظ وش٘ؾ ٚ تغییش ٔىبٖ داسيٓ:

1
; ; ;

2
xx yy xy

u v u v

x y y x
  

    
    
    

                                                     (2)   

 
  

         ٕٞچٙیٗ ثشای سٚاثظ تٙؾ ٚ وش٘ؾ داسيٓ:

2ij ll ij ijG                                                                                                 (3) 

 يب

 

 

      2xx ll xxG    

2yy ll yyG    

 

(4) 

 وٝ:  

                                                       ll xx yy zz      

 ثبؿذ.كفش ٔی zzِضٚٔبً كفش ٘جٛدٜ ِٚی ثشای ٔؼبئُ وش٘ؾ ٔؼغحٝ  zz ثشای ٔؼبئُ تٙؾ ٔؼغحٝ

 

 

2xy xyG 
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 آيٙذ. ٞب ثشحؼت تغییش ٔىبٖ ثذػت ٔیتٙؾ 4دس سٚاثظ  2ثب لشاس دادٖ سٚاثظ 

2xx ll

u
G

x
 


 


 

         
2yy ll

v
G

y
 


 


 

xy

u v
G

y x


  
  

  
 

(5) 

 
 داسيٓ: 5 ؼیُ اص ٔؼبدلاتثب ٌشفتٗ ديفشا٘

2

2
2xx ll u
G

x x x

 


  
 

  
 

2

2
2

yy ll v
G

y y y

 


  
 

  
 

2 2

2

xy u v
G

x y x x

   
  

    
 

2 2

2

xy u v
G

y y x y

   
  

    
 

(6) 

 آيذ:ثذػت ٔی 7ٔؼبدِٝ  1دس ٔؼبدِٝ  6 تثب لشاس دادٖ ٔؼبدلا

 

2 2 2

2 2
2ll

x

u u v
G G f u

x x y x y


 

    
     

     
                                                            (7) 

2 2 2 2

2 2 2
( )ll

x

u v u u
G G f u

x x x y x y


 

     
      

      
 

 تٛخٝ داسيٓ وٝ:

2 2

2 II

u v u v

x x y x x y x


      
    

       
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ٚ 

2 2
2

2 2x y

  
   

  
 

 ثٙبثشايٗ دس ٟ٘بيت داسيٓ:

  2ll
xG G u f u

x


 


    


                                                                                             (8) 

 داسيٓ: y ثغٛس ٔـبثٝ ثشای ٔؼبدِٝ تؼبدَ دس ساػتبی

  2ll
yG G v f v

y


 


    


                                                                                     (9) 

 ثبؿٙذ:ف ٔیثٝ ٔؼبدلات ٘بٚيش ٔؼشٚ 9ٚ  8ٔؼبدِٝ 

 آيذ:ثلٛست صيش دس ٔی 9ٚ  8دس غیبة ٘یشٚٞبی حدٕی ٔؼبدلات 

  2llG G u u
x


 


   


 

  2llG G v v
y


 


   


 

uاٌش ثشداس تغییش ٔىبٖ سا ثلٛست  v U i j  ٜتؼشيف وٙیٓ آٍ٘ب
ll div  U 

 ٙی وش٘ؾ حدٕی ثشاثش كفش ثبؿذ(.)يؼ divU=0دس ايٗ حبِت دسكٛستی وٝ 

2G  U U 

 يب

2 c U U 

cوٝ 
G


 ثبؿذ.ػشػت ٔٛج ػشضی ٚ ٔؼبدِٝ فٛق ٔؼبدِٝ ٔٛج ٔی 
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 11صفحبت ٍ پَستِ ّب هعبدلات 2-2-1-5
ثٛدٜ ٚ ضخبٔت آٟ٘ب ثٕشاتت  12اِٚیٝ لجُ اص ثبسٌزاسی ثلٛست  كبفدٛػتٝ ٞب يه ٘ٛع إِبٟ٘بی ػبصٜ ای ٔی ثبؿٙذ وٝ دس حبِت 

دس ٘ظشٌشفت ثٙحٛی دٚ ثؼذی ای تٛاٖ ثلٛست يه ػبصٜ كفحٝٔیسا ٞب ػبصٜاص ديٍش اثؼبد آٖ وٛچىتش ٔی ثبؿذ. ايٗ دػتٝ اص 

 ؿٛ٘ذ. وٝ ثبس ػشضی ٚاسدٜ ثٝ كٛست ػٕٛد ثش كفحٝ اػٕبَ ٔی

سٚی ايٗ كفحٝ، ٔی تٛاٖ  x  ٚyسا دس ٘ظش ثٍیشيذ. دس ٞش ٘مغٝ ای ثٝ ٔختلبت  a   ٍbبد يه كفحٝ ٔؼتغیّی ايضٚتشٚح ثٝ اثؼ

Mxxِٔٛفٝ ٞبی ٘یشٚ ٞب ٚ ٕٔبٟ٘بی حبكّٝ تحت اثش ٘یشٚٞبی خبسخی سا ثلٛست ٕٔبٟ٘بی خٕـی 
13  ،  Myy ٕٔبٟ٘بی دیچـی ٚ

Mxy
14

 Nxy 17ٚ دس ٟ٘بيت ٘یشٚی ثشؿی غـبئیNx  ٚ   Ny 16، ٘یشٚٞبی غـبئی ٔؼتمیٓ Qx ٚ Qy   15٘یشٚٞبی ثشؿی ٘شٔبَ ،  

دس ٔمغغ ػجت ايدبد   (Mxx, Myy, Mxy, Qx, Qy) ٘بٔیذ. ايٗ ٘یشٚٞب دس ٚاحذ ػشم ٔی ثبؿٙذ. ِٔٛفٝ ٞبی ٘یشٚٞبی ايدبد ؿذٜ

دس ٔمغغ ػجت ايدبد تغییش   (Nx, Ny, Nxy) ٚ ٕٞچٙیٗ ِٔٛفٝ ٞبی ٘یشٚٞبی ايدبد ؿذٜ 18تغییش ؿىّٟبی خبسج كفحٝ ای

ٔی ؿٛد. لاصْ ثزوش اػت وٝ دػتٝ اَٚ ٘یشٚٞب ػّٕىشد خٕـی ٚ دػتٝ دْٚ ٘یشٚٞب ػّٕىشد غـبئی  19داخُ كفحٝ ایؿىّٟبی 

 سا تضٕیٗ ٔی وٙٙذ ٚ ايٗ دٚ دػتٝ اص ٘یشٚٞب ثغٛس ٕٞضٔبٖ دس ٔمغغ اثش ٔی وٙٙذ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 صفحِ ای تحت ًیزٍّبی عزضيعضَ  15-2ضکل 

 

 

 

 

 
 

                                                      
11

 Plates 
12

 Flat 
13

 Bending Moments 
14

 Twisting Moments 
15

 Normal Shearing Forces 
16

 Direct Membrane Forces 
17

 Membrane Shearing Forces 
18

 Out-of-plane Deformations 
19

 In-plane Deformation 
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 هَثز در عولکزد خوطي ًیزٍّبی 16-2ضکل 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ًیزٍّبی هَثز در عولکزد غطبئي 17-2ضکل 

 

تٛصيغ تٙؾ دس ضخبٔت إِبٟ٘بی ثبلا سا ٘ـبٖ ٔی دٞذ. ثب دس ٘ظش ٌشفتٗ يه كفحٝ دِخٛاٜ، ٚ تٛصيغ تٙؾ دادٜ  18-2ؿىُ 

 ثبؿذ.، ثشآيٙذ ٘یشٚٞب دس ٚاحذ ػشم ثلٛست صيش ٔی 18-2ؿذٜ دس ؿىُ 
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 تَسیع تٌص در ضخبهت پَستِ ّب 18-2ضکل 

2

2

2 2

2 2

2

2

t

txx xx

t t

t tyy yy

t

txy xy

N dz

Membrane Force N dz N dz

N dz



 





 









 


 




 



 

2

2

2 2

2 2

2

2

t

txx xx

t t

t tyy yy

t

txy xy

M zdz

Bending Moments M zdz M zdz

M zdz



 





 









 


 




 



 

 

2

22

2 2

2

t

tx xzt

t t

ty yz

V dz

Transverse Shear Forces V dz

V dz

















 

 








 

2-100 
ايدبد ٔی ؿٛ٘ذ ٚ ٘یشٚٞبی ثشؿی  xxζ ،yyζ ٚxyζٔی تٛاٖ دسيبفت وٝ ٘یشٚٞبی غـبئی ٚ ٕٔبٟ٘بی خٕـی تحت اثش تٙـٟبی 

 ايدبد ٔیٍشد٘ذ. xzζyz , ζٙـٟبی ثشؿی تحت اثش ت

yzσ yyσ 

xyσ xzσ 
xxσ 

xyσ  

 

xzσ 

xxσ 

xyσ 

yzσ 
yyσ ζxy 

xyσ 

xxσ 

xzσ 

yzσ 
yyσ xyσ 
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دس ثشسػی سفتبس دٛػتٝ ٞب، ٔؼَٕٛ اػت تب ضخبٔت سا تٛػظ كفحٝ ای ثٕٛاصات كفحبت ثبلائی ٚ دبئیٙی دٛػتٝ  ثٝ دٚ ٘یٕٝ 

ضخب ٔت دٛػتٝ دس خٟت ػٕٛد ثش ٔیب ٖ تبس ا٘ذاصٜ ٌیشی ٔی ٌشدد.   ٔی ٘بٔٙذ. 20تمؼیٓ وشد. ايٗ كفحٝ ٔیب٘ی سا ٔیبٖ تبس

 كیت خٕـی دٛػتٝ ٞب تب حذ صيبدی ٚاثؼتٝ ثٝ ضخبٔت آٟ٘ب دس ٔمبيؼٝ ثب ػبيش اثؼبد آٟ٘ب ٔی ثبؿذ.خلٛ

دٛػتٝ ٞب ثٝ ػٝ دػتٝ . وٙیٓؿٛد، كشفٙظش ٔیٞب دس٘ظش ٌشفتٝ ٔیدس تئٛسی كفحبت، ٔب اص اثش ٘یشٚٞبی غـبيی وٝ دس دٛػتٝ

دٛػتٝ ٞبی ٘بصن ثب تغییش ؿىّٟبی ثضسي ٚ دٛػتٝ ٞبی  اكّی تمؼیٓ ٔی ؿٛ٘ذ. دٛػتٝ ٞبی ٘بصن ثب تغییش ؿىّٟبی وٛچه،

ضخیٓ ػٝ دػتٝ اص دٛػتٝ ٞب ٔی ثبؿٙذ. ٔؼیبس دٛػتٝ ٞبی ضخبٔت ٘بصن دس ٔؼبئُ وبسثشدی ٘ؼجت ضخبٔت ثٝ ثؼذ دٞٙٝ 

یشؿىّٟبی ٔیجبؿذ. ٔب دس ايٗ فلُ تٟٙب ثٝ ثشسػی ٔؼبدلات دٛػتٝ ٞبی ٘بصن ثب تغی 20/1وٛچىتش دٛػتٝ ثشاثش ثب يب وٛچىتش اص 

  وٛچه ٔی دشداصيٓ.

 

 هزٍری ثز رٍاثط حبکن ثز خوص پَستِ ّبی ًبسک ثب تغییز ضکلْبی کَچک 
دػتٍبٜ ٔختلبت لشاس ٌشفتٝ  xyسا لجُ اص ثبسٌزاسی دس ٘ظش ثٍیشيذ ثٙحٛی وٝ كفحٝ ٔیب٘تبس دس كفحٝ  19-2دٛػتٝ ؿىُ 

 x ،y ،ٚ zاسی تغییش ؿىُ دس يه ٘مغٝ اص خؼٓ دس ساػتبٞبی ثشاثش ثب كفش اػت. ثؼذ اص ثبسٌز zاػت ٚ تغییش ؿىُ دس ساػتبی 

٘ـبٖ دادٜ ٔی ؿٛد.  فشضیبت اػبػی ثشای دٛػتٝ ٞبی ٘بصن ثب تغییش ؿىّٟبی وٛچه ثشای ٔلبِح  u ،v ،ٚ wثتشتیت ثب 

 ٕٞٛصٖ ٚ ايضٚتشح ٚ ثش اػبع سفتبس الاػتیه خغی ٔلبِح ثلٛست صيش ٔی ثبؿذ:  

 

 ب عَٛ ٚ ػشم آٖ ٞب وٛچه اػت، يؼٙی كفحبت ٘بصن فشم ٔی ؿٛ٘ذ.. ضخبٔت كفحبت دس ٔمبيؼٝ ث1

h<<L,B 

2-101 
. تغییش ؿىُ ٔیبٖ كفحٝ دس ٔمبيؼٝ ثب ضخبٔت دٛػتٝ وٛچه اػت. ؿیت ػغٛح تغییش ؿىُ يبفتٝ خیّی وٛچه ٚ ٘بچیض 2

 ٔی ثبؿذ ٚ ٔشثغ ؿیت دس ٔمبيؼٝ ثب ػذد يه خیّی وٛچه ٔی ثبؿذ. 

 ٔی ٔب٘ذ.  21یبٖ تبس دس آٖ ٚالغ اػت( دغ اص خٕؾ، ثذٖٚ تغییش ؿىُ. ٔیبٖ كفحٝ )كفحٝ ای وٝ 3ٔ

. كفحبت ٘شٔبَ ثش ٔیبٖ كفحٝ دغ اص تغییشؿىُ ٘یض ثٝ كٛست كفحٝ ٚ ػٕٛد ثش ٔیبٖ كفحٝ تغییشؿىُ يبفتٝ ثبلی ٔی 4

تٝ تحت تٟٙب وش٘ـٟبی ٘بچیض ٚ ثشاثش ثب كفش ٞؼتٙذ ٚ تغییش ؿىُ دٛػ xzη  ٚyzηٔب٘ٙذ. ايٗ ثذيٗ ٔؼٙی اػت وٝ تٙـٟبی ثشؿی 

 تحت اثش ثبسٞبی ػشضی ثشاثش كفش اػت. zzεخٕـی ٔی ثبؿٙذ. ٔی تٛاٖ ثش ايٗ اػبع اػتٙتبج وشد وٝ وش٘ؾ 

دس ٔمبيؼٝ ثب ػبيش تٙـٟب وٛچه ٔیجبؿذ ٚ لبثُ كشفٙظش وشدٖ ٔی ثبؿذ. ايٗ فشم دس  zzζ. تٙؾ ػٕٛد ثش كفحٝ ٔیبٖ تبس،  5

 ی ثبؿذ.٘ضديىی ثبسٞبی ٔتٕشوض غیش ٚالؼی ٔ

 

                                                      
21

 Midplane 
21

 Unstrained 
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ٞؼتٙذ ؿیجیٝ فشضیبت ثىبس سفتٝ دس تیشٞبی خٕـی ٔی ثبؿذ. ثش اػبع فشضیبت 22فشضیبت ثبلا وٝ ثٝ فشضیبت ویشؿف ٔـٟٛس

 ثبلا ٔیتٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ ٔؼئّٝ ػٝ ثؼذی دٛػتٝ ثٝ يه ٔؼئّٝ دٚ ثؼذی وبٞؾ ٔی يبثذ.

ؾ دس ٔیبٖ كفحٝ ٔی ٌشدد وٝ ػجت ٔخذٚؽ دس حبِتی وٝ تغییش ؿىّٟب وٛچه ٘جبؿٙذ، خٕؾ دٛػتٝ ٞب ثبػث ايدبد وش٘

 ٔی ؿٛد. 3ٚ  2ؿذٖ فشضٟبی 

 ٔخذٚؽ ٔیٍشد٘ذ.  5ٚ  4دس دٛػتٝ ٞبی ضخیٓ، ٕٞب٘ٙذ تیشٞبی ػٕیك تٙـٟبی ثشؿی ٟٔٓ ٔی ثبؿٙذ. دس ايٗ كٛست فشضیبت 

 

 
 

 پَستِ ثب ضخبهت ثبثت در حبلت قجل ٍ ثعذ اس ثبرگذاری19-2ضکل

 
٘ـبٖ دٞیٓ. ٔی تٛاٖ تغییش ٔىبٖ ٘مغٝ  w=w(x,y)سا ثلٛست  zدسسٚی ٔیبٖ كفحٝ دس ساػتبی  A اٌش تغییشؿىُ يه ٘مغٝ

B  ّٝسٚی كفحٝ ػٕٛد ثش ٔیبٖ كفحٝ، ٚ ثٝ فبكz  ٝاص آٖ سا، ٔحب ػجٝ ٕ٘ٛد. ثب تٛخٝ ثٝ ؿىُ، ثب فشم ايٙىٝ ضخبٔت كفح

 ػجبست اػت اص: Bثٝ Bبٖ ٘مغٝتغییش ٕ٘ی وٙذ، تغییش ٔى wتحت ايٗ تغییش ٔىبٖ 

0

0

sin ( , )

sin ( , )

u z u x y

v z v x y





  

  
 

2-102 
u0  ٚv0  ٝٔمبديشتغییش ٔىبٟ٘بی ٘مغA  1ثشاثش كفش ٔیجبؿٙذ. ثش اػبع فشم  3سٚی تبس ٔیب٘ی ٔی ثبؿٙذ وٝ ثش اػبع فشم ٚ

 ، ثٝ ػّت دٚساٖ ٞبی وٛچه داسيٓ:2

                                                      
22

 Kirchhoff hypotheses 

L 

,y v 
,z w 

,x u 
h 

 هیبى صفحِ

2

h 

,z w 

A  

B  

  

w  

  

A

  
B

  

ζxx 

ζxz 

ζxy 
ζyx 

ζyz 

ζyy 

,x u

 

u 
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x

w
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v z
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 


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


 




  




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2-102 

 ثٝ ػٝ ساثغٝ صيشوبٞؾ ٔی يبثذ: )xzγ = yzγ zz= ε; 0( 4سٚا ثظ ویٕٙبتیه ثشای وش٘ؾ ٞب ثش عجك فشم 
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w
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y
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xx


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
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








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
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2-103 

 ايٗ سٚاثظ وش٘ـٟب سا دس ٞش ٘مغٝ اص كفحٝ ثذػت ٔی دٞٙذ.

 wوٝ فشم ؿذٜ اػت تغییشٔىبٖ  1ٚ2ٔی ثبؿذ ثب تٛخٝ ثٝ فشضیبت 24بع ا٘حٙبدس ٞش ٘مغٝ سا وٝ ػىغ ؿؼ 23ٔیتٛاٖ ا٘حٙب

ثبؿذ، ٚ لبثُ كشفٙظش ٔی 1. چٖٛ دٚساٖ وٛچه اػت، ٔشثغ آٖ دس ٔمبثُ ، تمشيت صدثبؿذ٘ؼجت ثٝ كخبٔت كفحٝ وٛچه ٔی

 ثٙبثشايٗ ا٘حٙبء ثب ٘شخ تغییشات دٚساٖ ثشاثش اػت.

 

 
3

2 21

x

x










 


 

2-104 

 

ٌص ّب ت  

 xzγ = yzγ; 0( 4دس حبِت ػٝ ثؼذی تٙؾ، تٙـٟب ٚ وش٘ـٟب تٛػظ ساثغٝ لبٖ٘ٛ وّی ٞٛن ثٝ ٞٓ ٔشتجظ ٞؼتٙذ. ثش عجك فشم 

zz= ε( ٝدس ايٗ حبِت دس كفحxy :ٓحبِت تٙـی ؿجیٝ تٙؾ ٔؼغحٝ سا داسي 

 

                                                      
23

 Curvature 
24

 Radius of Curvature 
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2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2
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1 1
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   
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   
 

 
 

 
    

   

 
    

   


  

   

 

2-105 
 ش سٚی ٔمغغ، ٍِٙش داخّی سا ايدبد ٔی وٙذثشايٙذ تٙؾ ٞبی داخّی ث

 
32 2

2

2 2

2 2

( ) ( ) ( )
1 12(1 )

h h

xx xx xx yy xx yy xx yy

h h

E Eh
M z dz w w z dz w w D w w   

 
 

         
    

2-106 

 ثٝ ٕٞیٗ تشتیت:

3

2

32

2

( ) ( )
12(1 )

(1 )
12(1 )

yy xx yy xx yy

h

xy xy xy xy yx

h

Eh
M w w D w w
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M z dz w D w M

 


 

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     
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 

 

2-107 

xx,ػختی خٕـی كفحٝ اػت ٚ  Dوٝ دس آٖ yyM M عَٛ( ثٝ تشتیت دس خٟت ٞبی ٕٔبٖ ٞبی خٕـی)دس ٚاحذ,y x .ا٘ذ 

,yx xyM M ٘یض ٕٔبٖ ٞبی دیچـی )دس ٚاحذ عَٛ( ثٝ تشتیت دس خٟت ٞبی,y x .ٞؼتٙذ 

 

 ًیزٍّبی ثزضي
دس خٕؾ كشفٙظش ٔی وٙذ،  اص اثش  ) G xzζ = xzγ G=0, /yzζ =yzγ/;0(دس حبِیىٝ تئٛسی كفحبت اص اثش وش٘ـٟبی ثشؿی 

تٙـٟبی ثشؿی دس ٔحبػجٝ ثشؽ ٕ٘ی تٛاٖ كشفٙظش وشد ٚ ٔمذاس ٘یشٚٞبی ثشؿی دس حذ ٘یشٚٞبی خبسخی ٘شٔبَ ثش كفحٝ ٔی 

 ثبؿٙذٚ دس ٔحبػجٝ تؼبدَ ٔی ثبيؼت دس ٘ظش ٌشفتٝ ؿٛ٘ذ. ِزا ثب ا٘تٍشاَ ٌیشی اص تٙؾ ٞب ثش سٚی ٔمغغ داسيٓ: 

2 2

2 2

h h

x xz y yz

h h

Q dz Q dz 

 

    
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2-108 
x,وٝ دس آٖ  yQ Q  َثٝ تشتیت ٘یشٚٞبی ثشؿی )دس ٚاحذ عَٛ( ٚخٝ ٞبيی ثب ٘شٔب,y x .ٞؼتٙذ 

 

 

 هعبدلات تعبدل 

 

)اٌش ثبس ٌؼتشدٜ ػغحی ػشضی ػٕٛد ثش كفحٝ ثٝ كٛست , )q x y :ٓفشم ؿٛد داسي 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ٔؼبدلات تؼبدَ 20-2ؿىُ  
 تؼبدَ ٘یشٚٞب دس ساػتبی لبئٓ:

( ) ( ) ( , ) 0
yx

z x y x y

QQ
F Q dy Q dx Q dx dy Q dy dz q x y dxdy

x y


        

 
  

2-109 

 ثب ػبدٜ ػبصی داسيٓ:

( , ) 0
yx

QQ
q x y

x y


  
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2-110 
 ٚ كشف ٘ظش اص خٕلات ٔشتجٝ دْٚ: x  ٚyثب اػٕبَ تؼبدَ ٍِٙشٞب حَٛ ٔحٛسٞبی 

( ) ( ) 0

0

( ) ( ) 0

0

xyxx
x yy yy y xy xy
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y xx xx x xy xy
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y x
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M M dy M dx dy Q dxdy M dx M dy dx

x x

MM
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2-111 

تشویت سٚاثظ:ثب   

2 2

2
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2 22
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Q M M
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2-112 

 اٌش ساثغٝ ٕٔبٖ ٞب سا ثش حؼت تبثغ تغییشٔىبٖ وٝ اص لجُ ثذػت آٚسديٓ دس ساثغٝ ثبلا خبيٍضيٗ وٙیٓ خٛاٞیٓ داؿت:
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2-113  

 ٞبسٔٛ٘یه ثٝ كٛست صيش:-ی ادشاتٛس ثبیٔتغیش ٔی ثبؿذ. ثب يبدآٚس Dايٗ ساثغٝ ثشای حبِت وّی ثشای كفحبت ثب ػختی خٕـی 
4 4 4
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4 2 2 4
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2-114 
 بلا سا ثلٛست صيش ٞٓ ٔیتٛاٖ ٘ٛؿت:ساثغٝ ث
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2-115 

 ثشای حبِت كفحٝ ثب ضخبٔت ثبثت ساثغٝ ثبلا ثلٛست صيش وبٞؾ ٔی يبثذ:

 
 

( ) 2 (1 ) ( ) ( , ) 0

( 2 ) ( , )

xxxx xxyy xxyy xxyy yyyy

xxxx xxyy yyyy

D w w D w D w w q x y

D w w w q x y

         

  
 

2-116 

 حبوٓ ثشای خیض ٚسق ثب ضخبٔت ثبثت ٚ خلٛكیت ثبثت خؼٓ ثٝ كٛست صيش ثذػت ٔی آيذ: دس ٘تیدٝ ٔؼبدِٝ
 

4 ( , )D w q x y   

 

2-117 
دس ثؼیبسی ٔؼبئُ ٟٔٙذػی اص خّٕٝ خشيبٖ خیّی ِضج يب خضؿی تشاوٓ ٘بدزيش، آ٘بِیض تٙؾ ٞب ثب اػتفبدٜ اص تٛاثغ 

4ايشی 0  ثش ٔؼبِٝ ؿجیٝ حبِت ثبلاػت.وبصٌبسی( فشْ ٔؼبدِٝ حب)ٔؼبدلات ػ ٓ 

 

 



44 

 

y=b 

y=0 

x=a 
x=0 

y 

 ضزایط هزسی
حُ ٔؼبدِٝ حبوٓ ثش كفحبت وٝ ثش اػبع خیض ثذػت آٔذٜ اػت، ٘یبص ثٝ دا٘ؼتٗ ؿشايظ ٔشصی كفحٝ ٔٛسد ٘ظش داسد. ايٗ ؿشط 

اس ضبء وٙذ. ؿشٚط ٔشصی ؿشٚط سا دس ٕٞٝ ٔشصٞب  ٗٔشصی ؿبُٔ دٚ ٔؼبدِٝ دس ٞش ٔشص كفحٝ ٔی ثبؿذ، وٝ ٞش حّی ثبيذ اي

ثلٛست تغییش ٔىبٖ، ؿیت، يب ٘یشٚ ٚ ٕٔبٖ، يب تشویجی اص ايٟٙب ثبؿذ. تٟٙب فشق اػبػی ثیٗ ؿشايظ ٔشصی دس ايٙدب ثب حبِت تیش، 

 ٚخٛد ٕٔبٖ دیچـی دس كفحبت ٔی ثبؿذ. ايٗ ٕٔبٖ سا ٔیتٛاٖ ثب ٘یشٚٞبی ٔؼبدَ خبيٍضيٗ وشد.    

   

 الف. ٍجَُ ثب تکیِ گبُ سبدُ

 

 

 

 
x,0( دس أتذاد ِجٝ ٞبی1 x a  .خیض ٚ ٕٔبٖ ثشاثش كفش اػت 

0 , 0xxw M  

0xثش سٚی yأب اٌش خیض دس أتذاد  : ٜكفش ثبؿذ آٍ٘ب 

0y yyw w  

 ثٙبثشايٗ داسيٓ:

( )xx xx yyM D w w    

 

y,0( ثش سٚی ِجٝ ٞبی2 y b  خیض ٚ ٕٔبٖ ثشاثش كفش اػت 

0 , 0  ( 0)yy yyw M w   

y,0ثشای خیض كفش ثش سٚی y b   ٚ0 , 0x xxw w  
 

    ة. ثزای ٍجِ گیزدار یب هقیذ 

x,0ثش سٚی( 1 x a  ٓداسي 

0 , 0x

w
w w

x


  


 

y,0ثش سٚی y b  :٘یض 

0 , 0y

w
w w

y


  


 

 ج. ٍجِ آساد

xٞیچ لیذی دس ايٗ خب ثش سٚی تغییشٔىبٖ ٞب ٚخٛد ٘ذاسد ٚ ٘یشٚٞب ٘یض كفش٘ذ. ٔثلا اٌش ٚخٝ  a:ٓآصاد ثبؿذ داسي 

0 , 0 , 0x xx yyQ M M   

اِجتٝ ٘تیدٝ ٌیشی ثٝ كٛست ثبلا يه اؿىبَ ايدبد ٔی وٙذ صيشا تٟٙب دٚ ؿشايظ ٔؼتمُ لبثُ لجَٛ ا٘ذ. ثب تٛخٝ ثٝ تئٛسی 

0xxMویشؿٟٛف تٟٙب دٚ ساثغٝ ثبيذ اػتفبدٜ ؿٛد، يؼٙی   ٚ0xxT 0آٖ  )٘یشٚی ثشؿی ٔٛثش( وٝ دس





y

M
QT

xy

xx 

 ٘یشٚی ثشؿی ٔٛثش ثش سٚی ٚخٝ اػت. 
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 هثبل ّبیي اس رٍش یبفتي هعبدلات حبکن ثز سیستن ثب استفبدُ اس رٍش ًیَتي

 ػضٛ تیش  -1هثبل

 )إِبٖ ديفشا٘ؼیّی اص عَٛ تیش(

(  mخشْ ٚاحذ عَٛ تیش اػت) 

 

 

 ثب ثشسػی تؼبدَ ٘یشٚٞب دس ساػتبی لبئٓ :

 
dx

t

u
mpdxdx

x

V
2

2









 

 یب:

 2

2
0

V u
m p

x t

 
  

 
 

    ٞبی إِبٖ حَٛ ٔمغغ ػٕت چخ ثشاثش كفش داسيٓ:ثب لشاس دادٖ ٔدٕٛع ٕٔبٖ

0
22 2

2























 Mdx

x

M
M

dx
dx

t

u
m

dx
pdxdxdx

x

V
V 

*V
x

M





 

  دا٘یٓ:اص ٔفبٞیٓ دبيٝ ٔىب٘یه خبٔذات ٔی

 
x

u




      ٚ 

x
EIM







 






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












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2
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2

x

u
EI

x
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x

u
EIM 

 

0
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2
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2

2






















P

t

u
m

x

u
EI

x
 

P(x) 

P(x,t) 
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 ٔؼبدِٝ ٘ٛػبٖ ػشضی يه تیش

 

 ثشای ثذػت آٚسدٖ يه حُ ٔٙحلش ثٝ فشد ثبيذ ؿشايظ ٔشصی ٘یض تؼییٗ ٌشد٘ذ:

  

 

 

 

 دس ايٗ ٔؼبِٝ

 

 

دا٘یٓ وٝ كفحبت ػٕٛد ثش ٔحٛس عِٛی تیش دغ اص خٕؾ ٘یض ثٝ كٛست كفحٝ ٚ ٔی تیشٞباص تئٛسی ٔمذٔبتی 

 ٔب٘ٙذ.یٕٛد ثش ٔحٛس عِٛی تیش ثبلی ٔػ

 

 

0)(

0

0

max 









dA
c

y

ydA

F



 

I

My

dAy
c

y
M











 



 max

 

( ' )

( / ) / 1

My
E Hook s Law

I

M e x e y d

EI y y x dx



 





  
    



 

  
2

21

dy

xd



 

lxuu

xuu

xxxxx

x





@0,

0@0,
 

0
2

2







x

u
EIM 

0

0





V

M
 

 تکیِ گبُ سبدُ اًتْبی آساد

0

0









x

u

u


 

x

d
EIM





 

EI

M
/1 

 تکیِ گبُ گیزدار
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 ٔیّٝ تحت ثبس ٔحٛسی -2هثبل

 

 :xتؼبدَ دس خٟت 

udxAAAdx
x




 











 )( 

 لبٖ٘ٛ ٞٛن )ساثغٝ ػبختبسی(:

x

u
E



 

 ثب تشویت ٔؼبدلات ثبلا داسيٓ:

    


E
C

t

u

Cx

u










2

2

22

2 1 

 ؿشايظ ٔشصی:  

0),( tou  Rotl
x

u
EA 




),( 

 ؿشايظ آغبصيٗ:

0),( oxu 0),( 



ox

t

u 
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 ذػت آٚسيذ.سا ثب اػتفبدٜ اص تئٛسی ٔىب٘یه ػیبلات ث ٔؼبدِٝ ديفشا٘ؼیُ حبوٓ ثش ٔخضٖ ػذ -3هثبل

 

 تحت دیچؾ خبِق سا ثذػت آٚسيذ.  ش ای تیشٔؼبدِٝ ديفشا٘ؼیُ حبوٓ ث -4هثبل
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 هعبدلِ حبکن ثز سیستن ّبی پیَستِ ثب استفبدُ اس رٍش اًزصی  )هکبًیک تحلیلي( 2-2-2

ٖ٘ٛ دْٚ ٘یطٛتٗ سا  ٌیش٘ذ فشْ ديٍشی اص لبسٚؿٟبی ا٘شطی وٝ دس ٔىب٘یه تحّیّی ٔٛسد ثحث ٚ ثشسػی لشاس ٔی

ؿٛد ثب ٔؼشفی وبس ثٝ ػٙٛاٖ اثش ٘یشٚ ثش خؼٓ ٚ ثطب اػطتفبدٜ اص لطبٖ٘ٛ    دٞٙذ. دس ايٗ فلُ ػؼی ٔیتـىیُ ٔی

 دْٚ ٘یٛتٗ ايٗ ٍ٘بٜ ٔتفبٚت سا ثشسػی ٕ٘بئیٓ.

 کبر 2-2-2-1

ت اثطش  . ثذيٗ تشتیت دس حشوت اخؼبْ تحط ٘یشٚ دس تغییش ٔىبٖای ثشداس وبس ػجبست اػت اص حبكُ ضشة ٘مغٝ

-٘یشٚٞبی داخّی ٚ خبسخی سا ٔحبػجٝ وشد. ثش اػبع ٔفْٟٛ سيبضی ضشة ٘مغٝ اص تٛاٖ وبس حبكُٔی ٞب٘یشٚ

ٞبی ٘یشٚ دس خٟطت اثطش ٘یطشٚ دا٘ؼطت.     تٛاٖ حبكُ خٕغ خجشی ضشة ِٔٛفٝٔی وبس سا ،ای ٘یشٚ ٚ تغییشٔىبٖ

  ثبؿذ. ٔی ػت،ٚلاطوٝ ٕٞبٖ  ثبؿذوٝ ٚاحذ آٖ ثشاثش ٘یشٚ دس تغییشٔىبٖحبكُ وبس يه وٕیت اػىبِش ٔی

 )حبلت استبتیکي( جسن هکبى در الوبىبر حبصل اس تٌطْب در طي یک تغییزک 2-2-2-2

سا اص ثب اػتفبدٜ  ٟبوش٘ـ سٚاثظٚ  ثذػت آٚسدٜ اػتفبدٜ اص ٔؼبدلات تؼبدَ ػبعاش سا ث ٟبتٙـ تٛا٘ؼتیٓ سٚاثظٔب 

دس ٟ٘بيطت  ٔىطبٖ  ثطش اػطبع تٛاثطغ تغییش   ٕٞٝ  ٚاثظايٗ س. ٘ـبٖ دٞیٓٚ دس تٛاثغ تغییش ٔىبٖ اص ٞٙذػٝ خؼٓ 

وٝ دس حبَ حبضش اص آٟ٘طب كطشفٙظش    ثذػت آٔذ٘ذ. ػٕٛٔب ايٗ سٚاثظ ؿبُٔ دٔب ٚ صٔبٖ ٚ ديٍش ٔتغیشٞب ٞؼتٙذ

 . وٙیٓٔی

إِبٖ ثؼطیبس  ٌیشيٓ. حبَ ايٗ ٞبی تٙؾ سٚی آٖ ٚخٛد داسد دس ٘ظش ٔیيه إِبٖ سا دس حبِتی وٝ تٕبْ ِٔٛفٝ

 ٞبی ٘شٔبَ ٔغبثك ؿىُ صيش دس ٘ظش ثٍیشيذ:سا تحت تبثیش تٙؾوٛچه اص خؼٓ 

 
 إِبٖ تحت تبثیش تٙـٟبی ٘شٔبَ 21-2ؿىُ 

xu  ٚ,dxسا ثطٝ تشتیطت ثشاثطش     xدس خٟت  2ٚ 1تغییشٔىبٖ ٚخٜٛ 
x

u
u x

x



      دس ٘ظطش ثٍیشيطذ. افطضايؾ وطبس

 اثش تغییشؿىُ كٛست ٌشفتٝ ثشاثش اػت ثب: ٞبی إِبٖ دسٔىب٘یىی ا٘دبْ ؿذٜ تٛػظ تٙؾ
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(2-118) 

0 1

xx x
xx x xx x

x

x
B x x y z x

u
du dy dz dx d u dx dy dz

x

u
F d d d d u k dx k

x


 

   
      

   

 
    

 

 

 ثب حزف ػجبسات ٔشتجٝ ثبلا داسيٓ:

(2-119) 
x xx

xx B x x

u T
d F du dx dy dz

x x

     

     
      

 

(2-120) 
dVdddd

x

u
d xxxxzyx

x

xx  












 

ٛ ٞبی ٘شٔبَ ٔیا٘دبْ دٞیٓ ثشای تٙؾ y  ٚxٞبی اٌش ٔـبثٝ لجُ ٕٞیٗ ػّٕیبت سا ثشای خٟت ا٘یٓ افطضايؾ  تط

 وبس ٔىب٘یىی سا ثٝ كٛست صيش ثیبٖ وٙیٓ:

(2-121)  xx xx yy yy zz zzd d d dV      

 

(2-122) 
xx xx yy yy zz zzd d d d         

 ٌیشيٓ:اوٖٙٛ حبِت ثشؽ خبِق سا دس ٘ظش ٔی

 

 ثشؿیإِبٖ تحت تبثیش تٙـٟبی  22-2ؿىُ 

 ثشاثش اػت ثب: xفضايؾ وبس ٔىب٘یىی دس خٟت ا

تعبدل 0 = 

 سبختبری

 

dx
 

dx
 

xy

 

dx
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(2-123) 

  0 , , 1

2

xy xy

xy xy

xy

x xy

xy xy xy xy

dy dzdx d dx dy
y x

B dx dydzd dx kdy k
x

d dxdydz d dV

 
  


   

   

        
      
        

 
    

 

 
 

ٞبی ثشؿی ثٝ كٛست صيطش  ٔـبثٝ ثبلا ػُٕ وٙیٓ وُ افضايؾ وبس ٔىب٘یىی ثٝ ػّت تٙؾ y  ٚzاٌش ثشای خٟبت 

 خٛاٞذ ثٛد:

(2-124)  2 xy xy xz xz yz yzd d d dV      

 
 ٞبی ٘شٔبَ ٚ ثشؿی ثٝ كٛست صيش خٛاٞذ ثٛد:دغ وُ افضايؾ وبس ٔىب٘یىی دس ٚاحذ حدٓ ثشای تٙؾ

(2-125)  

 

2

2

xx xx yy yy zz zz xy xy xz xz yz yz

xx xx yy yy zz zz xy xy xz xz yz yz

ij ij

d d d d d d d

d d d d d d

d

            

           

 

      

      

 

 (تٟٙب ثشای تغییش ؿىُ ٞبی وٛچه اػتجبس داسد٘ٛؿتٝ ؿذٜ اػت ٘یض وٝ دس فشْ تب٘ؼٛسی  ايٗ ساثغٝ) 

تطٛا٘یٓ ثطٝ چٍطبِی ا٘طشطی     ٔطی  ijتب يه وش٘ؾ ٔـطخق ٔثطُ    كفشٌیشی اص ساثغٝ لجُ اص اوٖٙٛ ثب ا٘تٍشاَ

 ثشػیٓ: 25وش٘ـی

(2-126) 
0

ij

ij ijd


   
 

ٞب ثطٝ  تبثغ چٍبِی ا٘شطی وش٘ـی ثیبٍ٘ش وبس ٔىب٘یىی ا٘دبْ ؿذٜ دس ٚاحذ حدٓ ثش سٚی يه إِبٖ تٛػظ تٙؾ

 ٞبی ايدبد ؿذٜ دس يه ٘مغٝ اػت.ؿىُٚاػغٝ تغییش

(2-127) 
ij ij ij

ij

d d


   



  

 

ٛد دس خؼٓ سا ثب ٞٓ خٕغ ٞبی ٔٛخثشای سػیذٖ ثٝ ا٘شطی وُ رخیشٜ ؿذٜ دس خؼٓ ثبيذ ا٘شطی ته ته إِبٖ

 ٌیشد:ٌیشی سٚی حدٓ خؼٓ اص تبثغ چٍبِی ا٘شطی وش٘ـی كٛست ٔیصد وٝ ايٗ وبس تٛػظ ا٘تٍشاَ

dVdU      ا٘شطی وش٘ـی وُ (2-128)
v

ijij

ij

    








0

 

                                                      
Energy Density Function  

25
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(2-129) 
0

2( )
ij

ij ij xx xx yy yy zz zz xy xy xz xz yz yzd d d d d d d


                      

(2-130) 
v

U dV   
 

 شای حبِتٟبی ٔختّف تٙؾ دس صيش آٚسدٜ ؿذٜ اػت.ٞبيی اص ٔحبػجٝ ا٘شطی وش٘ـی ثٔثبَ

ٌشددوطٝ ا٘طشطی   یتٙؾ ته ٔحٛسی دس تیشی وٝ تحت اثش ٘یشٚٞبی ٔحٛسی لشاس داسد ثبػث وش٘ـی ٔط خشدب: 

-ٌشدد. ثب فشم وش٘ؾ يىٙٛاخت دس ٔمغغ ٚ اػتفبدٜ اص لبٖ٘ٛ ٞطٛن ٔطی  رخیشٜ ؿذٜ ٔغبثك صيش ٔحبػجٝ ٔی

 تٛاٖ ٘ٛؿت:

dVdU xx

v

xx

ij

)(
0




    

 

 

2
1

2

x x
x x xd d

E E

 
       

2
1

2

x

E


  

dV
E

U x

2

2

1 
   

dxu
EA

U x

L
2

0
2

 

 

تٛاٖ ٌفت وٝ دس ايٗ حبِت وش٘ؾ ثشای ٔحبػجٝ ا٘شطی وش٘ـی دس حبِت خٕؾ خبِق ثشای يه تیش ٔیتیش: 

ٔب٘طذ  ديٍش فشم كفحٝ ثؼذ اص ثبسٌزاسی كفحٝ ثبلی ٔیوٙذ. ثٝ ػجبست دس ٔمغغ تیش ثلٛست خغی تغییش ٔی

 ٘ٛؿت: تٛاٖ سٚاثظ صيش ساثشلشاس اػت. ثب اػتفبدٜ اص لبٖ٘ٛ ٞٛن ٔی

2

0

1

2

ij x
xx xxd dy

E

 
    

E

d
du

x

u
E x


 




 

I

My
 

 E 
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 







 dV

I

My

E
U

2

2

1 

 

dx
I

M

E
dAydx

I

M

E  
2

2

2

2

2

1

2

1 

   xx

EI
M EIw


       21

2

l

xx

o

U EI w dx  

 تٛاٖ ٘ٛؿت:ٝ ا٘شطی وش٘ـی دس حبِت تٙؾ ثشؿی خبِق ثشای يه تیش ٔیثشای ٔحبػجثشؽ خبِق: 

2
1

2

ij ij

ij ij ij

d
d

G G

 
       

xyxy G  

dVGU ij /
2

1 2

  

 اصل کبر هجبسی 2-2-2-3

-دس ٔىب٘یه رسات وبس ٔدبصی ثٝ ػٙٛاٖ وبس ا٘دبْ ؿذٜ سٚی يه رسٜ ثٛػیّٝ تٕبْ ٘یشٚٞبيی وٝ ثش رسٜ اثش ٔی

وٙطذ تؼشيطف   ٍٞٙبٔی وٝ ايٗ رسٜ يه تغییش ٔىبٖ فشضی يب ٔدبصی ػبصٌبس ثب لیٛد ٔٛخٛد سا تدشثٝ ٔیوٙٙذ 

 ؿٛ٘ذ.ٔی ٌشدد. ٘یشٚٞبی اػٕبِی دس عَٛ تغییشٔىبٖ ٔدبصی ثبثت فشمٔی

وٛچه  ٞبیدزيش ٕٞب٘ٙذ رسات ثب ٔـخق وشدٖ يه ٔیذاٖ خبثٝ خبيی دیٛػتٝ ثب تغییشؿىُثشای خؼٓ ؿىُ

-ٔـخق ٔی دبيی ٔدبصی ثب ثٝ وبس ثشدٖ ػٍّٕشؿٛ٘ذ ٚ خبث٘یشٚٞبی اػٕبِی ثبثت فشم ٔی ٚ لیٛد ٔٛخٛد

 ؿٛد.

ا٘طذ ٚ  وطٝ دس ػشتبػطش خؼطٓ دخطؾ ؿطذٜ      BiF٘یشٚٞبی خبسخی دس ؿشايظ ػٕٛٔی ؿبُٔ ٘یشٚٞطبی خشٔطی   

)٘یشٚٞبی ػغحی  )v

T iF 1ی اص ٔشص ٔثُ وٝ ثش سٚی لؼٕتS ٜتٛاٖ دس ٘ظش ٌشفطت. ثطش سٚی   ا٘ذ سا ٔیتٛصيغ ؿذ

ؿطذٜ اػطت. دس ايطٗ ٔطٛسد ثطشای اػٕطبَ        ٔمیذ iu٘یض ٔیذاٖ خبثٝ خبيی  2Sلؼٕت ثبلیٕب٘ذٜ اص ٔشصٞب ٔثُ 

 اػت. 2S،0iuؿشايظ لیٛد ثبيذ ٔغٕئٗ ثبؿیٓ وٝ  سٚی 

 ٌشدد:وبس ٔدبصی تحت اثش ٘یشٚٞبی خبسخی دس حبِت وّی ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی

(2-131) ( )v

virt Bi i T i i

v S

W F u dV F u ds    
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BiF  ٚ
)(v

iFT  ٝ٘جبيذ دس ٔحبػجvirtW  ٝثiu .لاصْ ثطزوش اػطت وطٝ سٚاثطظ ثطبلا ٚ دس ادأطٝ        ٚاثؼتٝ ثبؿٙذ

 ثلٛست تب٘ؼٛسی اسائٝ ٔی ٌشد٘ذ.

21اػت ا٘تٍشاَ ػغح سا ثشای دٛؿب٘ذٖ وُ ػغح 2S ،0iuچٖٛ سٚی  SSS  دٞیٓ: ٔی ٌؼتشؽ 

دزيش سا ثطب اػطتفبدٜ اص ساثغطٝ وٛؿطی ٚ تئطٛسی ٌطبٚع ثطٝ         حبَ اكُ وبس ٔدبصی ثشای يه خؼٓ تغییشؿىُ 

  وٙیٓ:كٛست صيش ثیبٖ ٔی

(2-132) 

,

, ,

( )

( ) ( )

virt Bi i ij j i

v S

Bi i ij i j

v v

Bi ij j i ij i j

v v

W F u dV u ds

F u dV u dV

F u dV u dV

    

  

   

 

 

  

 

 

 
 

وٙیٓ )ايٗ ثٝ خبعش ايٗ اػطت وطٝ   ثٝ كٛست ػیٕٙبتیىی ػبصٌبس سا ٔؼشفی ٔی ijاوٖٙٛ يه ٔیذاٖ وش٘ؾ 

 ٔیذاٖ خبثدبيی تـىیُ ؿذٜ اػت( ٖٛٔؼتمیٕب اص ٚاسيبػیٚاسيبػیٖٛ ٔیذاٖ وش٘ؾ 

(2-133) 
ijijijijjiji WWuu   )()()( ,,

 
0ijij ،ٔتمبسٖ ثٛدٖ تب٘ؼٛس تٙؾ Wijٚثٛدٖ تب٘ؼٛس دٚساٖ  26ثٝ ػّت ٔٛسة ٔتمبسٖ w.اػت 

(2-134) 
ijijjiij u  ,)(

 

(2-135) 

..

( )

,( )

i

v

Bi i T i i ij j Bi i ij ij

v S v v

u

F u dV F u ds F u dV dV



             

ٝ   ايٗ ثذيٗ ٔؼٙی اػت وطٝ دس ٔؼطبدلات ثطبلا    یٓ.وٙٔی ثشسػیوبس ٔدبصی سا اوٖٙٛ ؿشايظ  ای اص دس ٞطش ٘مغط

,( داسيٓ: اػتبتیىی خؼٓ )ثٝ ػّت تؼبدَ ( 0)ij j Bi iT F u  .:ٓأب دس حبِت وّی داسي 

(2-136) ( )v

Bi i T i i ij ij i i

v S v v

F u dV F u ds T dV u dV u          
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صْ ثشای تؼبدَ ثشای ٞش لاتٛاٖ ٌفت وٝ ؿشط دزيش اػت. ٔیايٗ ٕٞبٖ اكُ وبس ٔدبصی دس ٔٛسد اخؼبْ ؿىُ

ٚ ٘یشٚٞطبی   خشٔطی دبيی ػبصٌبس ايٗ اػت وٝ وبس ٔدبصی خطبسخی ا٘دطبْ ؿطذٜ تٛػطظ ٘یشٚٞطبی      ٔیذاٖ خبث

 ػیؼتٓ ثبؿذ. ٚ وبس ٔؼبدَ ايٙشػی خشْ ثش ٞب(ػغحی ثبيذ ثشاثش ثب وبس ٔدبصی داخّی )تٛػظ تٙؾ

 ٌشدد.ت ؿتبة ثشاثش كفش ٔیدس حبِت اػتبتیىی ػجبس اػت. ديٙبٔیىی ايٗ ؿشط وبفی ثشای تؼبدَ

استجبط سيبضی ثیٗ ٔیذاٖ تغییشؿىُ ٚ ٔیذاٖ تٙؾ ٔؼتمُ اص ٞش ساثغٝ ػبختبسی اػت ٚ ثشای ؿٛد وٝ  تٛخٝ

 ٞب اػت. سٚد، تٟٙب ٔحذٚديت آٖ وٛچه ثٛدٖ تغییشؿىُتٕبْ ٔٛاد ثٝ وبس ٔی

بدَ ثیٗ ٘یشٚٞطبی خطبسخی ٚ   وبفی ثشای تؼ وٝ اسضبی اكُ وبس ٔدبصی ؿشط لاصْ ٚدٞیٓ ٘ـبٖ حبَ ٔب ثبيذ 

ی ثشای ٔتؼبدَ ثٛدٖ خؼٓ وبفی ٞب دس يه خؼٓ اػت. ٕٞچٙیٗ ٘ـبٖ داديٓ وٝ اسضبی اكُ وبس ٔدبصتٙؾ

 .اػت

 فشم وٙیذ تؼبدَ وبس ٔدبصی ٔؼتجش اػت:

(2-137) 
, , , ,

,

( ) ( )

2 2 2

( )

i j j i i j j i

ij ij ij ij ij

v v v v

ij i j

v

u u u u
dV dV dV dV

u dV

 
     

 

 
   

 



   

 

 كٛست صيش ثبص٘ٛيؼی وٙیٓ:ٔی تٛا٘یٓ ػجبست آخشی سا ثٝ  ijثب اػتفبدٜ اص تمبسٖ 

(2-138) 
, , ,( ) ( )ij i j ij i j ij j i

v v v

u dV u dV u dV        
 

 ثب اػتفبدٜ اص تئٛسی ديٛسطا٘غ:

(2-139) 

1

, ,

,

( )ij i j ij i j ij j i

v s v

ij i j ij j i

S V

u dV u ds u dV

u ds u dV

      

    

 

 

  

  

0iuداسيٓ:    S2ثش سٚی ٔشص         

لا ٞطٓ ثذػطت   وٙیٓ تب ثٝ ساثغٝ صيش وٝ لطج حبَ ٘تبيح ثبلا سا دس آخشيٗ ا٘تٍشاَ اكُ وبس ٔدبصی خبيٍضيٗ ٔی

 آٔذٜ ثٛد ثشػیٓ:
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(2-140) ( )v

Bi i T i i ij ij i i

V S V V

F u dV F u ds dV u dV u          
 

 يب:

(2-141) ( )

,( ) ( )v

ij j Bi i T i ij j i i i

V S V

F u dV F u ds u dV u           
 

 اختیبسی اػت:    iuچٖٛ 

(2-142) 
,ij i Bi iF u in V  

 

(2-143) ( )

1Ti ij jF on S   

َ ٞش ٘مغٝ داخُ خؼٓ اػطت ٚ ساثغطٝ دْٚ ٘یطض ٕٞطبٖ     ساثغٝ اِٚی دس ٚالغ ٕٞبٖ لبٖ٘ٛ دْٚ ٘یٛتٗ ثشای تؼبد

تٛاٖ ٘تیدطٝ ٌشفطت وطٝ اسضطبی     دس ٟ٘بيت ٔی  دٞذ.فشَٔٛ وٛؿی اػت وٝ اسضبی تؼبدَ دس ٔشص سا ٘ـبٖ ٔی

 اكُ وبس ٔدبصی ؿشط لاصْ ٚ وبفی ثشای تؼبدَ اػت.

 27حسبة تغییزات  2-2-2-4

 تبثغ ته ٔتغیشٜ ثٝ فشْ y f x   سا دس ٘ظش ثٍیشيذ فشم وٙیذ وٝ ٞذف دیذا وشدٖ ٘مبط ٔیٙیٕٓ ٔٛضؼی

 ثٙٛيؼیٓ داسيٓ: x=aسا حَٛ ٘مغٝ  f(x)يب ٔبوضيٕٓ ٔٛضؼی يب ٘مغٝ ػغف تبثغ اػت. اٌش ثؼظ تیّٛس تبثغ 

(2-144) 
      

 
 

      
 

 

2

2

...
2!

...
2!

f a
f x f a f a x a x a

f a
f x f a f a x a x a


     


      

 ثبؿیٓ: يه ٘مغٝ ٔیٙیٕٓ ثبؿذ ثبيذ دس يه ٕٞؼبيٍی آٖ داؿتٝ aاٌش     0f x f a   

ؼطبٚی ثبيطذ   ت ٞطبی ػطٕت ساػطت   حبَ اٌش ثٝ ثؼظ تیّٛس تبثغ تٛخٝ وٙیٓ ٘تیدٝ خٛاٞیٓ ٌشفت وٝ ٕٞٝ تشْ

ٔثجت ثبؿٙذ. دس تشْ اَٚ ثٝ ػّت ٚخٛد خّٕٝ  x a     ٝٚلتی اص ػٕت چطخ ٚ ساػطت ثطa   ٔیطُ ٔطی ٓ  وٙطی

 ػلأت ٔٙفی ٚ ٔثجت خٛاٞذ ؿذ، دغ ثشای خٌّٛیشی اص ايٗ تغییش ػلأت ايٗ تشْ كفش ثبيذ ثبؿذ دغ ٘تیدٝ

 :ٌیشيٓ وٝٔی  0f a  ؿٛيٓ وٝ ػلأت ايٗ تطشْ ثطٝ ٔمطذاس    . حبَ اٌش ثٝ تشْ دْٚ دلت وٙیٓ ٔتٛخٝ ٔی

 f a خٛاٞیٓ ػٕت ساػت ٔؼبدِٝ ٔثجت ثبؿذ ثبيذ داؿتٝ ثبؿیٓ: ٚاثؼتٝ اػت ٚ چٖٛ ٔب ٔی  0f a  
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 داؿتٝ ثبؿیٓ: a سا ٔبوضيٕٓ فشم وٙیٓ ) ثبيذ دس ٕٞؼبيٍی a اٌش    0f x f a    ٚ  ُٕٔـبثٝ لجُ ػ

 سػیٓ:وٙیٓ ثٝ ٘تیدٝ صيش ٔی

   0 , 0f a f a   

 ثشای ٘مغٝ ػغف ٘یض داسيٓ:    

  0f a             

 

 

 

 

 

 

 تبثغيه ٘مغٝ ػغف  ٚ ٔبوضيٕٓ ٔٛضؼی ،٘مبط ٔیٙیٕٓ ٔٛضؼی 23-2ؿىُ 

 تَاثع فبًکطٌبل

تٛاثؼی ػشٚ وبس داسيٓ وٝ خٛد تطبثؼی اص تٛاثطغ ديٍش٘طذ وطٝ ثطٝ آٟ٘طب دس       دس ثؼیبسی اص وبسثشدٞبی فیضيىی ثب 

 ٌٛيیٓ:ٌٛيیٓ. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ثٝ ا٘تٍشاَ صيش يه فب٘ىـٙبَ ٔیاكغلاح فب٘ىـٙبَ ٔی

(2-145)   2

1

, , ,...
x n

x
I F x y y y dx 

 

ٞؼطتیٓ   y  ثٝ د٘جبَ يهٔب دس ٚالغ ثٝ د٘جبَ اوؼتشٔٓ وشدٖ ايٗ تٛاثغ فب٘ىـٙبَ ٞؼتیٓ. ٔثلا دس ا٘تٍشاَ ثبلا

 سا اوؼتشٔٓ وٙذ. Iوٝ 

 ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ اَٚ:

 اٌش يه فب٘ىـٙبَ ثٝ فشْ صيش سا دس ٘ظش ثٍیشيٓ:

(2-146)  
2

1

, ,
x

x
I F x y y dx 

 

x 

 

 f x 

 
 هبکشیون هَضعي

 هیٌیون هَضعي

 ًقطِ عطف
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ثیٗ ٘مبط  Iاػت، ٔمبديش  'x ،y ،y تبثؼی ٔؼّْٛ اص F وٝ دس آٖ 1 1,x y ٚ 2 2,x y  ثؼتٍی ثٝ ٔؼیش ا٘تخطبثی

 )ٕٞبٖ ثیٗ ايٗ دٚ ٘مغٝ داسد y x دس ؿىُ صيش .) y xٝخٛاة ٚالؼی اػت و I    ٚ سا اوؼتشٔٓ ٔطی وٙطذ

 y x  ٞب ٔؼیشٞبيی دس ٕٞؼبيٍی y x خٛاٞٙذ ٞؼتٙذ وٝ ٔیI .سا اوؼتشٔٓ وٙٙذ 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 تؼشيف تبثغ ٚ ٚاسيبػیٖٛ تبثغ 22-2ؿىُ 

تٛا٘یٓ ٔی y x :ٓسا ثٝ كٛست صيش ثٙٛيؼی 

(2-147)      y x y x x 

 
يه دبسأتش ثؼیبس وٛچه اػت، 𝜀وٝ دس آٖ  x وٙذ:٘یض تبثؼی اػت وٝ ؿشط صيش سا اسضب ٔی 

(2-148)    1 2 0x x  

 
 ساثغٝ لجُ دس ٚالغ ٕٞبٖ اسضبی ؿشايظ ٔشصی ثشای خٛاة اػت.

حبَ اٌش تبثغ y x :ٓسا دس فب٘ىـٙبَ لشاس دٞیٓ داسي 

(2-149)    
2 2

1 1

', , , ,
x x

x x
I F x y y dx F x y y dx      

 

 خٛاٞذ ثٛد: 𝜀ٌیشی حبكُ ا٘تٍشاَ فٛق تٟٙب تبثؼی اص ثؼذ اص ا٘تٍشاَ I f  

0 سا حَٛ ٘مغٝ Iاوٖٙٛ ثؼظ تیّٛس  ٘ٛيؼیٓ:ٔی 

x 

  

x 
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(2-150) 
      

 
 

      
 

 

2

2

0
0 0 ...

2!

0
0 0 ...

2!

I
I I I

I
I I I

  

  


   


    

دس تبثغ يه ٔدِٟٛی تٛضیح داديٓ وٝ ثشای اوؼتشٔٓ وشدٖ تبثغ ثبيذ ٔـتك تبثغ ثشاثطش كطفش ثبؿطذ ٚ ِطزا دس     

 :ؿتداخٛاٞیٓ اػت،  چٖٛ تبثغ  Iثشای اوؼتشٔٓ وشدٖ ایٌیشی ص٘دیشٜثب اػتفبدٜ اص لبٖ٘ٛ ٔـتكايٙدب 

(2-151)   2

1
0

x

x

I F y F y
dx

y y




  


     
  

     


 

y ثب تٛخٝ ثٝ ايٙىٝ








 ٚ y








0 چٖٛٚ     داسيٓ: دٝاػت دس ٘تی 

 

(2-152)        

2

1

2 2

1 1

;

0

0

x

x

x x

x x

y x y x y x y x

F F
dx

y y

F F
dx dx

y y

 

 

  

  
  

  

 
 

 



 

 

 اٌش ثشای ا٘تٍشاَ دْٚ اص تىٙیه ا٘تٍشاَ ٌیشی خض ثٝ خض ثٟشٜ ثٍیشيٓ:

(2-153) 2 2
2

1
1 1

]
x x

x

x
x x

F F d F
dx dx

y y dx y
  

   
    

     
 

 

اص تؼشيف تبثغ x دا٘یٓ وٝ: ٔی 

(2-154)    1 2 0x x  

 
 بكُ تشْ اَٚ ػٕت ساػت تؼبٚی ثشاثش كفش اػت.دغ ح

(2-155) 
2

1

0
x

x

F d F
dx

y dx y


   
   

   


 

 اختیبسی اػت داسيٓ: چٖٛ 
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(2-156) 
0

F d F

y dx y

  
  

   

 لاٌشا٘ظ ٔؼشٚف اػت. -ساثغٝ ثبلا ثٝ ٔؼبدِٝ اٚيّش

 

 (δاپزاتَر دلتب)

 ثٝ ؿىُ صيش دلت وٙیذ:

 

                                                        

 

 

 

 

 تؼشيف ادشاتٛس دِتب 24-2ؿىُ 

  y x  ٗدس ٚالغ اختلاف ثی y x  ٚ y x    ه دساػت، يب ثٝ ػجبست ديٍش تغییطشات دِخطٛاٜ وٛچطy  سا

 وٙذ.ثبثت ثیبٖ ٔی x ثشای يه

(2-157)      y x y x y x  

 
 اٌش ايٗ ادشاتٛس سا سٚی ٔـتك يه تبثغ اثش دٞیٓ داسيٓ:

(2-158) 
 

 d ydy dy dy d
y y

dx dx dx dx dx



 

     
  

جبست ديٍش ادشاتٛس دِتب ٚ ٔـطتك ٘ؼطجت ثطٝ ٞطٓ     ثٝ ػ تٛاٖ اص داخُ ٔـتك ثیشٖٚ آٚسدسا ٔی ادشاتٛس ًتیجِ:

 .)دس ٔٛسد ا٘تٍشاَ ٞٓ ثٝ ٕٞیٗ كٛست اػت( خبكیت خب ثدبئی داس٘ذ

ثٝ ( ثٝ ٔؼبدِٝ اٚيّش لاٌشا٘ظ خٛاٞیٓ ثب اػتفبدٜ اص ادشاتٛسٌیشيٓ ٚ ٔیاوٖٙٛ دٚثبسٜ فب٘ىـٙبَ صيش سا دس ٘ظش ٔی

 یٓ.ػلاٜٚ ؿشايظ ٔشصی( ثشػ

(2-159)  
2

1

, ,
x

x
I F x y y dx 

 

x 

  

x 

 

 

x 
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 سا ثٝ ػٙٛاٖ يه خٛاة دس ا٘تٍشاَ ثبلا لشاس دٞیٓ: y اٌش

(2-160) y y y

y y y





 

    

(2-161)    
2 2

1 1

, , , ,
x x

x x
I F x y y dx F x y y y y dx        

 ٔب ثٝ د٘جبَ اوؼتشٔٓ وشدٖ فب٘ىـٙبَ ثبلا ٞؼتیٓ.

 ٝ كٛست صيش ثؼظ تیّٛس دٞیٓ:سا ث F اٌش تبثغ

(2-162) 
     

   
 

 

 

1

2

2

, , , , 0

, , , , 0

T
F

F

F F
F x y y y y F x y y y y

y y

F F
F x y y y y F x y y y y

y y




    

    

  
         

  

  
         

  
 

  T
F  ٚ  1

F  سا ثٝ تشتیت ٚاسيبػیٖٛ وُ ٚ ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ اَٚ تبثغF ٘بٔٙذ.ٔی 

 ا٘تٍشاَ ثٍیشيٓ خٛاٞیٓ داؿت: 2xتب  1xاٌش اص عشفیٗ آخشيٗ ساثغٝ ثذػت آٔذٜ دس ثبصٜ 

(2-163) 
     

 

2 2 2 2

1 1 1 1

2

1

2

1

, , , , 0

0

x x x x

x x x x

x

x

F F
F x y y y y dx F x y y dx y y dx dx

y y

F F
I y y dx

y y

    

  

  
         

  

  
   

  

   

 

(2-164) 2

1

x

x

F F
ydx y dx

y y
 

 


  

 اٌش ثشای ا٘تٍشاَ دْٚ اص تىٙیه ا٘تٍشاَ ٌیشی خض ثٝ خض ثٟشٜ ثٍیشيٓ:

(2-165) 2 2
2

1
1 1

]
x x

x

x
x x

F F d F
y dx y ydx

y y dx y
  

   
    

     
 

 

 ٝ:دس ٘تید
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(2-166) 
2

1
1 2] ] 0

x

x

F d F F F
ydx y x y x

y dx y y y
  

     
     

       


 

 اختیبسی اػت: y  چٖٛ   

0لاٌشا٘ظ-ٔؼبدِٝ اٚيّش (2-167)
F d F

y dx y

  
  

  
 

 ؿشايظ ٔشصی:

1

2

0 0

0 0

F
at x or y

y

F
at x or y

y






 



 


 

 : ثشای فب٘ىـٙبَ صيش:هسبلِ

 
2

1

, , , ,
x

x
I F x y y y y dx    

 :وٙیذ ٔؼبدِٝ اٚيّش لاٌشا٘ظ ثٝ كٛست صيش اػتثبثت  -اِف
3 2

3 2
0

d F d F d F F

dx y dx y dx y y

        
        

          
 

 ؿشايظ ٔشصی ٚ ٘ٛع آٟ٘ب سا تؼییٗ وٙیذ. -ة

 

 

 

 

 

 

 

 

)طجیعي

) 
)طجیعي

) 

ٌّذسي)

) 
ٌّذسي)

) 



63 

 

 رٍش اًزصی پتبًسیل کل   2-2-2-5 

٘ؼیُ وطُ دس ٔطٛسد اخؼطبْ الاػطتیه )٘طٝ ِضٚٔطب       اوٖٙٛ ٔب اكُ وبس ٔدبصی سا دس استجبط ثب ٔفْٟٛ ا٘شطی دتب

 ثشيٓ.( ثٝ وبس ٔیالاػتیه خغی

(2-168) 
( )v

Bi i T i i ij ij i i

V S V V

F u dV F u ds dV u dV u           

(2-169) 
1

ij ij ij ij

ij ij

d d
 

      
 

 
    

 
 

(2-170) 
( ) 1

1 1

v

Bi i T i i i i

V S V V

i i i i

V V V

F u dV F u ds dV u dV u

dV u dV u U u dV u

     

      

   

  

   

   

سا ثطٝ ػٙطٛاٖ    Pثبسٞطبی اػٕطبِی   يه ٔیذاٖ خبثدبيی ٔدبصی اػت. ٔب دس ايٗ خب ا٘شطی دتب٘ؼیiuُ تَجِ:

  :ٔی وٙیٓتؼشيف  uiدبيی ٔیذاٖ خبث تبثؼی اص

(2-171) 
( )v

Bi i T i i

V S

P F u dV F u ds    

FBi  ٚ FTi  ًا٘ذتٛكیف ؿذٜلجلا. 

(2-172) 1 ( )vi i
Bi j T i j

j jV S

u u
P F u dV F u ds

u u
  

 
  

   

(2-173) 
ij

j

i

u

u




 

(2-174) 1 ( )v

Bi i T i i

V S

P F u dV F u ds     
 

(2-175) 1 ( ) (0 )i i

V

U P u dV u For Static cases      (اكُ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ)   

(2-176) U P    (ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ) 

(2-177) ( )v

Bi i T i i

V S

L T T U F u dV F u ds      
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ا٘شطی خٙجـطی وطُ خشٟٔطبی دأٙطٝ ٔطٛسد       Tٔیجبؿذ ٚ ٕٞبٖ فب٘ىـٙبَ لاٌشاتظيٗ  Lؿٛد ٘ـبٖ داد وٝ ٔی

ثشاثش كفش ٔیجبؿذ ٕٞبٖ اكُ وطبس ٔدطبصی    Lٔغبِؼٝ ٔی ثبؿذ. ثٝ ػجبست ديٍش اكُ ٞبٔیّتٖٛ وٝ ٚاسيبػیٖٛ 

 یىی ٔی ثبؿذ. دس حبِت اػتبتیىی داسيٓ:ثشای ػیؼتٕٟبی ديٙبٔ

(2-178) 
0)(1   اكُ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ 

ٞطب  اوؼتشٔٓ وشدٖ تبثغ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ ثشای ٔیذاٖ تغییشؿىُ لبثُ لجَٛ ثشای تؼبدَ ثیٗ ٘یشٚٞب ٚ تٙؾ

 ثشای تؼبدَ اػت. یٚ وبف لاصْ، ؿشط ؿٛد وٝ ايٗ ؿشطلاصْ اػت. دس سٚؽ وبس ٔدبصی ٘ـبٖ دادٜ ٔی

Bi ٚFTiتٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ تحت ثبسٞبی ٔی
ν
وٙطذ وطٝ حبِطت    صٔب٘ی تؼطبدَ سا اسضطب ٔطی     

 ٔیٙیٕٓ سا داؿتٝ ثبؿذ.

iiثشای أتحبٖ وشدٖ ٔیٙیٕٓ ثٛدٖ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ دس حبِت تؼبدَ دس يطه ٕٞؼطبيٍی ٔدطبص     uu   ٚ

ijij  تٛاٖ ٘ـبٖ داد وٝ ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ دْٚ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ ٔثجت اػت. ٔی 

ٞبی لبثُ لجَٛ ػبصٌبسی وٝ ؿشايظ ٔطشصی سا  وٙذ وٝ اص ٔیبٖ تٕبْ ٔیذاٖتئٛسی ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ ثیبٖ ٔی

ٕٞچٙیٗ  وٙذ خٛاة ٚالؼی ٔب اػت.وٙٙذ، آٖ ٔیذا٘ی وٝ ٔمذاس ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ سا ٔیٙیٕٓ ٔی٘یض اسضب ٔی

 ٘بٔٙذ.سا فب٘ىـٙبَ ٔؼبِٝ ٘یض ٔی (π)ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ 

ثبؿذ، يؼٙی ادشاتٛس ؿبُٔ ثیـتشيٗ ٔشتجطٝ   mفشم وٙیذ وٝ ثبلاتشيٗ ٔشتجٝ ٔـتك ٔٛخٛد دس فب٘ىـٙبَ ثشاثش 

دس ايٗ كٛست ٔؼبِٝ ٔب اص ٘طٛع   ثٛد( 1ضٛ ٔحٛسی ٚ دس ٔؼبِٝ ػ 2دس ٔؼبِٝ ػضٛ تیشی  m)اْ ثبؿذ mٔـتك 

C
m-1 اٌش ٔشصٞبی ٔؼبِٝ سا دس ٘ظش ثٍیشيٓ ٔب دٚ ٘ٛع ؿشايظ ٔشصی خٛاٞیٓ داؿت: ػت.ا 

ُ ثٝ تغییشٞبی ٔشصی ٔشثٛط ؿشايظ ٔشصی ضشٚسی يب ٞٙذػی: ؿشط -1 ٖ  ؿطى ٖ ٞطب )تغییشٔىطب ٞطب(  ٞطب ٚ دٚسا

Cثیـتشيٗ ٔشتجٝ ٔـتك دس ايٗ ؿشايظ ٔشصی دس يه ٔؼبِٝ  ٞؼتٙذ.
m-1  ثشاثشm-1 ثبؿذ.ٔی 

ثبلاتشيٗ ٔشتجطٝ ٔـطتك    ٞب ٞؼتٙذ.عجیؼی يب ٘یشٚيی: ؿشايظ ٔشصی ٔشثٛط ثٝ ٘یشٚٞب ٚ ٕٔبٖؿشايظ ٔشصی  -2

Cدس ايٗ ؿشايظ ٔشصی دس يه ٔؼبِٝ 
m-1  2ثشاثشm-1 ثبؿذ.ٔی 

تٛاٖ ٔؼبدِٝ ديفشا٘ؼطیُ حطبوٓ ثطش ٔؼطبِٝ ٚ ؿطشايظ      ثب اػتٙبد ثٝ يه فب٘ىـٙبَ ٔـخق ثشای يه ٔؼبِٝ ٔی

Cدس يه ٔؼبِٝ اص ٘ٛع  سد.شصی ضشٚسی ٚ عجیؼی سا ثذػت آٚٔ
m-1  لاتشيٗ ٔشتجٝ ٔـتك ٔٛخطٛد دس ٔؼبدِطٝ   بث

تبثیش ؿشايظ ٔشصی ٔؼطبِٝ   ٌیشی خض ثٝ خض ٌشفتٝ ؿٛد.ثبس ثبيذ ا٘تٍشاَ mٚ  اػت 2mديفشا٘ؼیُ حبوٓ ثشاثش 

 ٚخٛد داسد. π٘یض ثٝ كٛست ضٕٙی دس داخُ 
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 ک خطيي اًزصی پتبًسیل ثزای یک جسن الاستیهبتزیسفزم   2-2-2-6

 ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی ؿٛد:٘شطی دتب٘ؼیُ ثشای يه خؼٓ الاػتیه خغی ی أبتشيؼفشْ 

2-179
    1

( )

( , , )

T

Bx By Bz Tx Ty Tz

V V S

U W

U Strain Energy

W P Potential Energy of the Applied Loads body forces and surface traction

u v w dV F u F v F w dV F u F v F w dS



 

 



  

        

 

ا٘شطی دتب٘ؼیُ ٘بؿی اص ثبسٞبی اػٕبِی خبسخی )٘یشٚٞبی خشٔی ٚ ٘یشٚ ٞبی   Wا٘شطی وش٘ـی ٚ Uوٝ دس آٖ 

ا٘شطی وش٘ـی  χ(u,v,w) تؼشيف ؿذٜ ا٘ذ. ٞبی ػغحی سٚی آٖػغحی اػت وٝ ٘یشٚ ST ثبؿذ. ػغحی( ٔی

خبسخی وٝ وبس ا٘دبْ ؿذٜ تٛػظ ٘یشٚٞبی  دس ٚاحذ حدٓ اػت )چٍبِی ا٘شطی وش٘ـی(. دٚ ا٘تٍشاَ آخشی،

, خشٔیؿبُٔ ٘یشٚٞبی  ,Bx By BzF F F٘یشٚٞبی ػغحی ٚ , ,Tx Ty TzF F F  اػت، سا ثیبٖ ٔی وٙٙذ. ػلأت ثبس ٘یض

 ٙذٜ ٔـخق ثٛدٖ ٔمبديش دبسأتشٞب اػت.٘ـبٖ دٞ

 صيش ٘ٛؿت:ٔبتشيؼی تٛاٖ ثش حؼت سٚاثظ اسائٝ ؿذٜ ثلٛست  ا٘شطی وش٘ـی سا ٔی

2-180

           

            
1

1

1
( , , ) [ ] [ ]

2

1
[ ] 2

2

T T T

T T T

B T

V S

u v w d C d C

C U F dV U F dS

      

  

  

  

 

  

 وٝ دس آٖ:

   

   

   

T

T

B Bx By Bz

T

T Tx Ty Tz

U u v w

F F F F

F F F F







 

2-181 

ْ ثٝ ا٘شطی وش٘ـی اثش فٙشٞبی سٚی ٔشص ثبيذ ثب اضبفٝ وشدٖ يه تش ،اٌش ثش سٚی ٔشصٞب فٙش ٚخٛد داؿت

 .ؿٛد ٔیدس ٘ظش ٌشفتٝ ثلٛست صيش 
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   
1

[ ]
2

1

2

T

ij i j

du du U U

du du u u





 

 

 

2-182 

 ٔی تٛاٖ ٘ٛؿت:ثلٛست ٔبتشيؼی صيش دس حبِت دٚ ثؼذی وٝ 

  11 12

21 22

1

2

u
du du u v

v

 

 

   
    

  
 

2-183 

 ثبؿٙذ. ػختی فٙش ٔیثؼٙٛاٖ  ijαضشائت 

 

 تنتعذاد هذّبی جسن صلت )حزکت صلت گًَِ( در یک سیس  2-2-2-7

حشوطت   دس ٔؼبئّی وٝ فشْ فب٘ىـٙبَ داس٘ذ ػؼی ٔب ثش ايٗ اػت تب ا٘شطی وش٘ـی ػیؼتٓ سا ٔحبػجٝ ٕ٘طبيیٓ. 

)اص ٔطذَ خبثدطبيی( وطٝ دس تطبثغ      ٞطبيی تشْٞبی خؼٓ كّت ثب تغییش دس ا٘شطی وش٘ـی ٕٞشاٜ ٘یؼتٙذ. تؼذاد 

ش٘ـطی  ، يؼٙی ا٘طشطی و ؼتٙذٔٛدٞبی خؼٓ كّت ػیؼتٓ ٞا٘شطی وش٘ـی ػیؼتٓ دخبِتی ٘ذاس٘ذ ثشاثش تؼذاد 

. ايطٗ ثشداسٞطبسا   ثبؿطذ  ٔطی كطفش   ؿٛد، دس ٘ظش ٌشفتٝ ٔیثشداس خبثدبيی  ايٗ رخیشٜ ؿذٜ دس ػیؼتٓ ٚلتی وٝ

 ٌٛيٙذ.ٔٛدٞبی خؼٓ كّت خؼٓ ٔی
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 هثبل ّبیي اس رٍش یبفتي هعبدلات حبکن ثز سیستن ثب استفبدُ اس رٍش اًزصی 2-2-2-8

 

 ػضٛ تیش 1هثبل

                   

 

2

0 0

( )

( ) ( ) ( )
2

L L

xx

P w potential energy of loadingU w strain energy

EI
w w dx p x w x dx     

 

 1

0 0
2

2

L L

xx xx

EI
w w dx P w dx         

 

 داسيٓ:                                                           Пδثٝ خض اص تشْ اَٚ  ثب دٚثبس ا٘تٍشاٍِیشی خض

 
0 0 00 0

L LL L L

xx x xxx x xx x xxx xxxxEIw w EI w w dx EIw w EIw w EI w w dx           

 یٓ داؿت:ثب خبيٍضيٙی ػجبست ثب لا دس ٔؼبدِٝ ٚاسيبػیٖٛ تبثغ ا٘شطی خٛاٞ

000
( ) 0

L L L

xxxx xx x xxxEIw P w dx EIw w EIw w         

ثب ثشاثش لشاس دادٖ كفش ػجبست ثبلا داسيٓ:
 

  00  PEIwlx xxxx 

 :تٛاٖ ٘ٛؿت ٔی ؿشايظ ٔشصیٚ ثشای 

    
0

0 0 0
L

xx x xx xEIw w w rowIEر راب ب    

      
0

0 0 0
L

xxx xxx xxxEIw w w rowIEر راب ب    

 

 

 

  

11

2

CC

m

m 




 

xwwbcessential , 

 ضزٍریضزایط هزسی 
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 وٕب٘ؾ يه ػتٖٛ 2هثبل

 

 dxw
P

wkdxwEI
L

xLxx

L

 
0

222

0 22

1
)(

2

1
 

 

  

  *    
L

x dxw
P

V
0

2

2
 

  LLPw   

   dsL 

  )0(11
0

2

2

22 







 



wdxwLdx
dx

dw
dxdwds

L

 

  .
2

1
1

0

2 dispsmallfordxwL
L












 

  dxwLdxwdxL
LLL





0

2

0

2

0 2

1

2

1
 

  LLsmallisdxwLL
L

 



0

2

2

1

 

dxw
P

V
L

 
0

2

2
 

 ٘ٛؿت:تٛاٖ  ِزا ثشای تبثغ ا٘شطی دتب٘ؼیُ ٔی 

dxw
P

wkdxwEI
L

xLxx

L

 
0

222

0 22

1
)(

2

1

 

ٌیشی ثٝ ٔؼبدِٝ حبوٓ ٚ ؿشايظ ٔشصی سػیذ. تٛاٖ ثب ٚاسيبػیٖٛ ٔی
 

 اثجبت هي ضَد

* 

11

2

CC

m

m 




 

xwwcbess ,..  ضزایط هزسی ضزٍری 

 )ثزای تغییزضکل ّبی کَچک(

δ ک است درًتیجِ کَچ'
L≈L 
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 ٔیّٝ تحت ثبس ٔحٛسی 3هثبل

 

 

 

 

RudxfudxuEA L

B
L
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L
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B
L

xx 
 

   RudxfudxuuAEuuEA L
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       0000


 uuEAuRuEAdxufuEA
xxLLx
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 اختیبسی اػت: δu چٖٛ  

 0B

xxEA u f  

 0 Lx uorRuEALx  

 
0

000 0





x

uoruEAx x 
 

   

  

  

 

 

 

 

0' 0 (0, )

( , )L

B

bc s u u t

u u L t

f bod force for unit length

 





 

 ضزایط هزسی

 ثزای طَل ٍاحذ حجويًیزٍی 

m=1  هسبلِ اس ًَعC
0
 است   
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 دٚثؼذی تبثغ فب٘ىـٙبَ دس فضبی  4هثبل

 














q

dqdQ
kk

J yx  22

22
 

 

 

 

 onlypositionsoffunctionsareQK & 

 )(0 boundarytheofparton   

qonspecifiedq   

 

   




q

dqdQkkJ yyxx  

xx
xx

)()( 


 








  

 





sin

cos





ddx

ddy
 

 

 

 :دس ػجبست ٚاسيبػیٖٛ خٛاٞیٓ داؿت  ثب ا٘تٍشاَ ٌیشی خض ثٝ خض اص دٚ ػجبست اثتذايی

    
  

dkdykdxdykdxdyk xxxxxxx  )()( 

  
  

 dxkdkdxdyk yyyyy  )( 

 





sin

cos





ddx

ddy
 

 تٌْب تبثعي اس هَقعیت ّستٌذ

 رٍی ثخطي اس هزس

 ضذُ تعزیف ّبی هزس

 ضذُ 
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 ( ) ( )

q

x x y y x x y y

k
n

J k k Q d k v k v d q d



       
  





             

    
    




q f
on

dk
qf

n







0
 

 

   ( ) 0

q f

n nJ d k q d k d     
  

           

  Arbitrary 

ثب ثشاثش لشاس دادٖ كفش ػجبست ثبلا داسيٓ:
 

             in0 

          : یٔشص يظؿشا ٚثشای

           
fn

qn

kor

Lonqk





00

0




 

Qkاٌشدس ٔؼبدِٝ ثبلا  .ثبضذ هي اًتقبل حزارتهسئلِ ثبلا یک هسئلِ   آٍ٘بٜ ثبؿذ ثبثت&
2 tanCons t  ٝ1&0دٞذ. ٚ اٌش  سا ٘تیدٝ ٔی ٔؼبدِٝ دٛاػٖٛو  Qk ٜ02 ثبؿذ آٍ٘ب   ٝو

 دٞذ. سا حبكُ ٔی لادلاعٔـٟٛس ٔؼبدِٝ 

ٞبی ديٍشی اص ٔؼبدلات ٔثُ ٔؼبِٝ دیچؾ )ٔؼبدِٝ دٛاػٖٛ( يب خشيبٖ غیش چشخـطی )ٔؼبدِطٝ   ٕٞچٙیٗ ؿىُ

 شيبٖ دس ٔحیظ ٔتخّخُ ٔثبِٟبيی اص ٔؼبدلات ثبلا ٞؼتٙذ.، ٔؼبِٝ تشاٚؽ يب خلادلاع(

 

 

 

 

 

 

 

 دلخَاُ

 هعبدلِ اٍیلز
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 28حشاست دٚثؼذی ٌزسا 6هثبل

 :ثلٛست صيش ٘ٛؿت tسا ثشای ٞش صٔبٖ  Jتٛاٖ ٔؼبدِٝ  ٔیٔؼبدَ حبِت دائٕی ثب ثٝ وبس ثشدٖ اكُ تغییشات 

  

























 



dqTdqTdxdyCQkkTJ

CA

CCAyyxx 



2

2
2

1
)( 22 

٘ؼجت ثطٝ صٔطبٖ    ٔـتك  يذثب ییشاتحؼبة تغ یٗدس ثٝ وبس ثشدٖ لٛا٘. اػت x  ٚy  ٚtاص  یتبثؼ وٝ دس آٖ 

  ؿٛد. ٌشفتٝ ثبثت دس٘ظش 

 تٛاٖ ٘ٛؿت: ٔی tدس ٞش صٔبٖ 

 0)(  J   

  dACCQkkTJ yyyxxx


   22)( 

          


dqTdqT

CA

CCA  

          
   

 dkdvkdkdvkT yyyyyyxxxxxx  )()(

 

   
 



A C

dqTdqTdCdQ CCA 0)(2   

   

A B C

T ت ام خ ض

    


 

 

 

 ِزا داسيٓ:

       02)()(   CQkk yyyxxx 

 

 

                                                      
Transient 

28
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 ( ) ( ) ( ) 2x x x y y yJ T k k Q C d     


        

       ( )

A B C A

x x x y y y AT k v k v d T q d   
   

      

       




C

dqT CC 0)(  

 سٚی ٔشصٞب داسيٓ:

BB                                                         

0 AyyyxxxA qvkvk  

0)(  CCyyyxxxC qvkvk 
 

 

,

x

y

A C

A C

k Thermal Conductivity in x directio

k Thermal Conductivity in y direction

Q Heat input per unit volume

q q specified heat input per unit area

on and respectively

 









 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ثِ تزتیت حزارت ٍرٍدی هطخص ضذُ در  ٍاحذ 

 AG ٍ BGسطح ثز رٍی 

 

 دهب

 xْت ضزیت ّذایت حزارتي در ج

 yضزیت ّذایت حزارتي در جْت 

 حزارت ٍرٍدی در ٍاحذ حجن 
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ی ٘بصن ثب  ٞب ثش اػبع سٚاثظ اسائٝ ؿذٜ ثشای دٛػتٝسا ثشای دٛػتٝ  ا٘شطی دتب٘ؼیُ( تبثغ فب٘ىـٙبَ)  7هثبل

 ثذػت آٚسيذ.تغییش ؿىّٟبی وٛچه، 

تٙـٟبی وّی ٔٛخٛد ٔحبػجٝ وشد. ا٘شطی وش٘ـی رخیشٜ ؿذٜ دس يه خؼٓ الاػتیه سا ٔیتٛاٖ ثش حؼت 

ٞبی ٔٛخٛد دس خؼٓ سا ثب ٞٓ خٕغ ثشای سػیذٖ ثٝ ا٘شطی وُ رخیشٜ ؿذٜ دس خؼٓ ثبيذ ا٘شطی ته ته إِبٖ

 ٌیشد:ٌیشی سٚی حدٓ خؼٓ اص تبثغ چٍبِی ا٘شطی وش٘ـی كٛست ٔیصد وٝ ايٗ وبس تٛػظ ا٘تٍشاَ

dVdU      اًزصی کزًطي کل 
v

ijij

ij

    








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            

   

1
( , , ) [ ] [ ]

2

1
[ ]

2

T T T

T

V

u v w d C d C

U C dV

      

 

  



 


 

1 ٚ يب:

2
xx xx yy yy xy xy

v

U dV         
 

وش٘ؾ ثشای كفحٝ ٞب وٝ اص لجُ ثذػت آٔذٜ اػت، ساثغٝ ثبلا ثلٛست صيش ٘ٛؿتٝ -ثب خبيٍزاسی ساثغٝ تٙؾ

 ٔی ؿٛد:
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 ثلٛست صيش ٘ٛؿتٝ ٔی ؿٛد: wثشای يه كفحٝ ثب ضخبٔت ثبثت، ساثغٝ ا٘شطی وش٘ـی ثشحؼت  

 

 

 اًزصی پتبًسیل

)ا٘شطی دتب٘ؼیُ ٘بؿی اص خٕؾ ٚسق ثٝ ػّت ثبس ػشضی , )q x y :ثٝ كٛست صيش ثیبٖ ٔی ٌشدد 
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 هسبئل ًوًَِ:

ب ٌطشفتٗ  ( سا ثذػطت آٚسيطذ ٚ ثط   ثشای تیش ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ دس ؿىُ صيش تبثغ ا٘طشطی دتب٘ؼطیُ وطُ )    1 -2

 لاٌشا٘ظ سا دیذا وٙیذ ٚ ؿشايظ ٔشصی سا ٘یض تؼییٗ وٙیذ.-( ٔؼبدِٝ اٚيّشٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ اَٚ )

 آيب ٞیچ ٔٛد خؼٓ كّجی ثشای ػیؼتٓ ٚخٛد داسد؟

 

 1ؿىُ 

21ػختی فٙشٞبی دٚسا٘ی ,  KK 

21ػختی فٙشٞبی ا٘تمبِی  ,KK 

 

 دٞذ.ػتٖٛ ثب فٙشٞبی ػشضی ٚ ٕٔبػی)عِٛی( سا ٕ٘بيؾ ٔی -يه ػیؼتٓ تیش 2ؿىُ  2-2

 ثشای ػیؼتٓ ثٙٛيؼیذ ٚ اص آٖ ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ اَٚ ثٍیشيذ. تبثغ ا٘شطی دتب٘ؼیُ وُ سا -اِف

 لاٌشا٘ظ سا ثذػت آٚسيذ ٚ ؿشايظ ٔشصی سا تؼییٗ ٕ٘بيیذ. -ٔؼبدِٝ اٚيّش -ة

 ػیؼتٓ چٙذ تب اػت؟ تؼذاد ٔٛدٞبی خؼٓ كّت ثشای -ج

 ثب ٔحبػجٝ ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ دْٚ ٘ـبٖ دٞیذ وٝ ٔؼبِٝ اص ٘ٛع ٔبوضيٕٓ اػت يب ٔیٙیٕٓ؟ -د
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 2ضکل 

 ثب اػتفبدٜ اص سٚؽ ٔىب٘یه ثشداسی ٔؼبدِٝ حبوٓ ثش تیش دیچـی خبِق سا ثذػت ثیبٚسيذ.  2-3

 

 =π U+Pذ. تبثغ ا٘شطی دتب٘ؼیُ سا ثشای ٔؼبئُ تٙؾ ٚ وش٘ؾ ٔؼغح ثٙٛيؼی 2-4

 

 ثشای تیش ٘ـبٖ دادٜ ؿذٜ دس ؿىُ صيش:  2-5

 اِف( فشْ تبثغ ا٘شطی دتب٘ؼیُ )فب٘ىـٙبَ( سا ثٙٛيؼیذ.

  لاٌشا٘ظ ٚ ؿشايظ ٔشصيٟبی ٔتفبٚت سا ثذػت آٚسيذ-( ثب اخشای ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ اَٚ ٔؼبدِٝ اِٚشة( 

 تؼذاد ٔٛدٞبی كّت ايٗ ٔؼئّٝ سا ثذػت آٚسيذ.ج( 

 
 ثشای وُ تیش ثبثت ٔی ثبؿذ.  Eٔی ثبؿذ.  I2ثشاثش   BCٚثشای لؼٕت  I1ثشاثش   ABای لؼٕت ثش Iتٛخٝ ؿٛد وٝ 

 

 
 

 

 3ضکل 

 

 

 

 

 

A B C 

L L 

K 

(EI)1 
(EI)2 

y, v 

Uniformly distributed downward load  w/unit length Kθ 

Deflection is zero 
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 ثشای تبثغ فب٘ىـٙبَ صيش: 2-6
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خٟت اوؼتشٔٓ وشدٖ تبثغ فٛق ٔؼبدِٝ حبوٓ ٚ ؿشايظ ٔشصيٟبی  δJ = 0اِف( ثب اخشای ٚاسيبػیٖٛ ٔشتجٝ اَٚ، 

 فبٚت سا ثذػت آٚسيذٔت
 

 ة( تؼذاد ٔٛدٞبی كّت تبثغ فٛق سا ثذػت آٚسيذ.

 

 

 ثشای تبثغ فب٘ىـٙبَ صيش ٔؼبدِٝ حبوٓ ٚ ؿشايظ ٔشصی سا ثذػت آٚسيذ.  2-7
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Q  ٚT0  ٚ ّْٛتٛاثغ ٔؼS1  ٚS2 ٝدٚ لؼٕت ٔشص ػغحی ثٙحٛی وS=S1U S2 . 

 

-ثٝ كٛست صيش ٔطی  tِت دائٕی ٔؼبدَ دس صٔبٖ ثشای خشيبٖ حشاستی دٚ ثؼذی ا٘تمبِی، اكُ تغییشات حب 2-8

 تٛا٘ذ ٘ٛؿتٝ ؿٛد:
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            CBA  

 سا ثذػت آٚسيذ ٚ ؿشايظ ٔشصی سا ٔـخق ٕ٘بيیذ. حبوٓ ثشای فب٘ىـٙبَ فٛق ٔؼبدِٝ
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 دٜ ٕ٘بئیذ.دس كٛست ٘یبص اص اعلاػبت صيش اػتفب
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