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 هقذهِ 3-1

ایٌکِ ٍلؼیتْبی خبسری سا هیتَاى ثب هذلْبی سیبضی ثیبى کشد، هختػشا تَضیح دادُ ضذ. دس فػل دٍم سٍضْبی 

دٍ سٍش یبفتي هؼبدلات حبکن ثش سیستوْبی هکبًیکی دس هکبًیک کبسثشدی هختػشا هَسد ثشسسی لشاس گشفت. 

اٍل کِ کلاس هکبًیک ثشداسی ثَد،  استفبدُ هستمین اص  رْت یبفتي هؼبدلات حبکن ثش سیستوْب اسائِ ضذ. سٍش

لبًَى دٍم ًیَتي سا دس یبفتي هؼبدلات حبکن دس ثش داضت. دس سٍش دٍم کِ هکبًیک تحلیلی است ثب استفبدُ اص 

اکستشهن کشدى آى ثِ هؼبدلات  ثبضذ ٍ کِ ّوبى فشم اًشطی پتبًسیل ثشای سیستوْبی هکبًیکی هیتبثغ فبًکطٌبل 

ایي فػل سٍش حل سیبضی هؼبدلات حبغلِ سا ثش اسبس ّش  سیستن ٍ ضشایظ هشصی هشثَعِ سسیذین. حبکن ثش

ضَد. اثتذا سٍضْبی سیبضی ثشای حل هستمین هؼبدلات دیفشاًسیل ٍ ضشایظ هشصی  کذام اص دٍ سٍش فَق ضبهل هی

    هیگشدد.هشثَعِ ٍ سپس سٍضْبی سیبضی حل هؼبدلات ثش اسبس پبیب کشدى تبثغ فبًکطٌبل اسائِ 

 حل هستقین هعبدلات دیفزاًسیل تحت شزایط هزسي ثزايرٍشْبي ریبضی  3-2

هؼبدلات حبغلِ ثػَست هؼبدلات دیفشاًسیل حبکن تحت ضشایظ هشصی استفبدُ اص هکبًیک ثشداسی هٌزش ثِ یبفتي 

سشٍ کبس داسین  یپبسُ ادس ثشسسی ثسیبسی اص هسبئل هٌْذسی هب ثب یک هؼبدلِ دیفشاًسیل لزا . هی گشددهختلف 

کِ ثشای یبفتي رَاة هسبلِ ثبیذ ایي هؼبدلِ کِ هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ گفتِ هی ضَد حل گشدد. حل 

ایي هؼبدلات ثِ سبدگی اهکبى پزیش ًیست ٍ اص پیچیذگی ثسیبس ثبلایی ثشخَسداس است. ثسیبسی اص دلیك یب تحلیلی 

یي آى تمشیجی ثشای ایي هؼبدلات اثذاع ضذُ اًذ کِ اص هْوتش اص ایي سٍ سٍش ّبیی ثشای ثذست آٍسدى رَاة

 سا ًبم ثشد.1ثبلیوبًذُ ٍصًی ّبی سٍش تَاى هی

است ٍ دس کبسثشد ّبی ارضا هحذٍد اص ثبلیوبًذُ ٍصًی یکی اص سٍضْبی ًیض رضء  2ثبلیوبًذُ ٍصًی گبلشکیي ٍشس

سا لیوبًذُ ٍصًی است بیي سا کِ اص سٍش ّبی ثهب دس ایي فػل اثتذا سٍش گبلشکهمجَلیت ثبلایی ثشخَسداس است. 

کِ دس سشتبسش للوشٍ حل هؼتجشًذ استفبدُ هی کٌین. سپس ضکل  3یٍ اص دستِ ای اص تَاثغ اهتحبً هؼشفی هیکٌین

تکِ ای سا کِ تٌْب دس ثخص  اثغ اهتحبًیَتمشیت ت هفَْمٍ دس آخش ًیض  سا هؼشفی هی کٌینهسبئل ضؼیف ّوبى 

 هی گشدد.  سا ثیبى هی کٌین کِ هٌزش ثِ فشهَل ثٌذی ثِ سٍش ارضاهحذٍد ٌذستّهؼتجش  کَچکی اص هحذٍدُ حل

 

                                                           
1
 Weighted Residual Methods 

2
 Galerkin 

3
 Trial function 
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 استفبدُ اس یک تبثع اهتحبًی ثب  رٍش ثبقیوبًذُ ٍسًی 3-2-1

( ثیبى ضذُ است ٍ ضشایظ هشصی Vیک هسبلِ کلی هٌْذسی سا کِ دس فشم یک هؼبدلِ دیفشاًسیل)ثش سٍی ًبحیِ 

هی کٌذ سا دس ًظش ثگیشیذ. ثشای یبفتي یک رَاة تمشیجی ثشای ایي هؼبدلِ اسضب  (S)سٍی هشص هطخػی سا 

 دیفشاًسیل گبم ّبی صیش ثبیذ دًجبل ضًَذ:

سا ثِ ػٌَاى رَاة هسبلِ دس ًظش هی گیشین ثِ ػٌَاى هخبل دس یک هسبلِ یک یک تبثغ حذس )یب اهتحبًی(  -1

 تخبة ًوَد:ًحذس اصیش سا هی تَاى ثِ ػٌَاى یک تبثغ چٌذ رولِ ای تبثغ ثؼذی 

3-1 

دس ایٌزب ثبیذ هتزکش ضذ کِ اًتخبة تبثغ حذس دلخَاُ است ٍ ثِ ضشط آًکِ ضشایظ هشصی هسبلِ سا ًیض ثتَاًذ 

اسضب کٌذ هی تَاًذ ّش فشهی )چٌذرولِ ای، هخلخبتی ٍ ... ( سا داضتِ ثبضذ ٍلی ػوَهب اص چٌذ رولِ ای ّب استفبدُ 

 .ثش سٍی آى ّب سبدُ تش است )هطتك ٍ اًتگشال( ػولیبت سیبضیاًزبم هی ضَد صیشا 

( حل اسضب  Vًِ هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکوِ سا دس داخل للوشٍ )، دس ضشایظ کلی تبثغ حذس صدُ ضذُ دس ثبلا -2

اسضب کشدى ضشایظ ثب ربیگزاسی تبثغ حذث رْت . کٌذهی( سا اسضب S) صضشایظ هطخع ضذُ سٍی هشٍ ًِ  کٌذهی

 .ساثذست آٍسین (Rdبدلِ دیفشاًسیل لشاس هی دّین تب همذاس ثبلیوبًذُ یب ّوبى خغب )هشصی آى سا دس داخل هؼ

 عَسی هحبسجِ گشدًذ تب همذاس ثبلیوبًذُ یب ّوبى خغب  سهَرَد دس تبثغ حذ حبل ثبیذ ضشایت هزَْل -3

 کوتشیي همذاس هوکي سا داضتِ ثبضذ. حبغلِ دس هحذٍدُ داهٌِ هسئلِ

ثشاثش غفش ثذست ثیبیذ هب ثِ رَاة دلیك دست دس کل للوشٍ حل بلیوبًذُ یب ّوبى خغب دس ایي فشایٌذ اگش همذاس ث

ثبیذ ایي همذاس  اهکبى غفش ضذى همذاس ثبلیوبًذُ سٍی کل للوشٍ حل ٍرَد ًذاسد ٍ پیذا کشدُ این ٍلی ػوَهب

 حذالل ًوبیین. سٍی کل ًبحیِ ثبلیوبًذُ سا 

تٌْب خطبي ذ ٍ ًگزد شزایط هزسي ارضبة هیگزدد تب ثِ ًحَي اًتخب حذستبثع در رٍش اجشا هحذٍد 

حبصلِ در داهٌِ هسئلِ ثبیذ هیٌیون گزدد. در رٍش الوبًْبي هزسي اًتخبة تبثع حذس ثز اسبس ارضب 

 هعبدلات دیفزاًسیل ٍ ًِ شزایط هزسي صَرت هی پذیزد. 

      لات دیفشاًسیل آٍسدُتمشیجی هؼبد ی ثشای سٍضي ضذى سٍش ثبلا ثشای ثذست آٍسدى رَاةیاکٌَى هخبل ّب

 هی ضَد.

𝑓 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯ 
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لشاس گشفتِ است سا دس  q0هیلِ هٌطَسی صیش سا کِ هغبثك ضکل تحت ثبس هحَسی یکٌَاخت ثب ضذت  -1هثبل

تَاى ًطبى داد تغییش ضکل هیلِ تَسظ هؼبدلِ  ثب هیٌیون کشدى اًشطی پتبًسیل کل هیثب آسبًی ًظش ثگیشیذ 

 :دیفشاًسیل صیش ثیبى هی ضَد

 

 

 

 

 هیلِ تحت ثبس هحَسی یکٌَاخت 1-3 ضکل

 

  

 ضشایظ هشصی ًیض ثشاثش است ثب:

 

 هب ثِ دًجبل پیذا کشدى یک رَاة تمشیجی هغبثك آًچِ لجلا رکش ضذ ثشای ایي هسبلِ ّستین.

 رَاة اهتحبًی سا ثِ غَست صیش حذس هی صًین: :1گبم

 

 ثب اػوبل کشدى ضشایظ هشصی سٍی تبثغ حذس داسین:

 

 

 ذس ثِ غَست صیش دس خَاّذ آهذ:پس تبثغ ح

 

𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑞0 = 0 

𝑢 0 = 0                   &                 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0 

𝑢 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 

𝑢 0 = 0 →  𝑐0 = 0  

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0 →  𝑐1 = −2𝐿𝑐2 

𝑢 𝑥 = 𝑐2 𝑥
2 − 2𝐿𝑥  

𝑞0 

L 

𝑥 
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یک  حل ثیبى ضذُ است اص آى ثِ ػٌَاى (c2)  چَى رَاة حذس صدُ ضذُ تٌْب ثش حست یک حبثت هزَْل

دس ایي هسبئل تؼذاد ضشایت ًبهؼیي هَرَد دس تبثغ حذس یکی ثیطتش اص تؼذاد ضشایظ  یبد هی ضَد. 1پبساهتشی

ک کٌذ تب دس ٌّگبم اًتخبة تبثغ حذس ثفْوین چِ تؼذاد اص هشصی است، تؼوین ایي ًکتِ هی تَاًذ ثِ هب کو

 رولات اص تبثغ حذس سا ثبیذ استفبدُ کٌین.

ثب ربیگزاسی رَاة حذس صدُ ضذُ دس داخل هؼبدلِ  (دس داخل للوشٍ حل 2هحبسجِ خغبی ثبلیوبًذُ :2گبم

  )دیفشاًسیل

 

حبثت ًبهؼیي هَرَد دس هؼبدلِ ثِ غَست  Rd=0دادى  ثِ ساحتی ثب ثشاثش لشاس هیٌیون کشدى همذاس ثبلیوبًذُ. :3گبم

 :صیش هحبسجِ هی ضَد

 

 .سا غفش کٌذ Rd تب هی ضذ دیگش ًوی تَاًستین یک حبثت سا پیذا کٌین xتبثؼی اص  Rdدلت ضَد کِ اگش 

 رَاة ًْبیی ثشاثش است ثب:

 

ثبلیوبًذُ غفش ضذ پس رَاة ثذست رَاة ًْبیی هسبلِ ثِ فشم صیش خَاّذ ثَد ٍ ثب تَرِ ثِ ایٌکِ خغب یب همذاس 

  آهذُ ّوبى رَاة دلیك خَاّذ ثَد.

 

 

 

 

                                                           
1
One Parameter Solution 

2
Weighted Residual 

𝑅𝑑 = 𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑞0 = 𝐸𝐴 2𝑐2 + 𝑞0 

𝑐2 = −
𝑞0

2𝐸𝐴
 

𝑢 𝑥 =
𝑞0

2𝐸𝐴
 2𝑥𝐿 − 𝑥2  
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ثش سٍی یک سغح غبف هبیل  هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش یک رشیبى لایِ ای دائوی کبهلا گستشدُ -2هثبل

 ثشای یک سیبل لضد ًیَتٌی تَسظ ساثغِ صیش ثیبى هی ضَد:

 

 

 

 

 

 

 

 داس ای دس سغح ضیت رشیبى لایِ 2-3ضکل 

 

صاٍیِ سغح هبیل ثب θ=;ضتبة گشاًص صهیي ٍ g;چگبلی سیبل ، ρ،  سشػت سیبل;ν،  لضرت سیبل;μکِ دس آى:  

 اهتذاد لبئن است.

 ضشایظ هشصی ثِ غَست صیش ثیبى هی ضًَذ:

 )تٌص ثشضی غفش(                                                   

 )ػذم لغضش(                                                        

 .ثشای پیذا کشدى تَصیغ سشػت ثب استفبدُ اص سٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی داسین

 :حذس یک تبثغ :1گبم

    =  0 +  1 +  2 
2 

 ثب اػوبل ضشایظ هشصی داسین:

 

𝜇
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
+ 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 0 = 0     ← 

𝑣 𝐿 = 0        ← 

𝑣 𝐿 = 0 →  𝑐0 = −𝐿2𝑐2  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 0 = 0 →  𝑐1 = 0 

 

𝑦 

𝑥 

𝜃 

𝐺𝑟𝑎𝑣𝑖𝑡𝑦 

 

𝑔 
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 دس ًتیزِ تبثغ حذس ثِ غَست صیش دس هی آیذ:

 هحبسجِ خغبی ثبلیوبًذُ  :2گبم

 

سا ثشاثش غفش لشاس داد ٍ ثِ رَاة دلیك هسبلِ  Rdهیٌیون کشدى همذاس ثبلیوبًذُ. کِ دس ایٌزب هی تَاى  :3گبم 

 سسیذ:هغبثك صیش 

 

 هی ثبضذ: یشرَاة ًْبیی ثِ غَست ص

 

 

  دس ًظش ثگیشیذ، هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ q0یک تیش عشُ سا ثب ثبس گستشدُ یکٌَاخت ثب ضذت  :3هثبل 

 :خَاّذ ضذثِ غَست صیش  گی ثب هیٌیون کشدى اًشطی پتبًسیل کلثِ سبد

 

  

 

 

 

 تیش عشُ سا ثب ثبس گستشدُ یکٌَاخت  3-3ضکل 

 

 

𝑢 𝑥 = 𝑐2 𝑥
2 − 𝐿2  

 

 𝑅𝑑 = 𝜇 2𝑐2 + 𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 

𝑐2 =
−𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝜇
 

𝑣 𝑥 =
𝜌𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃

2𝜇
 𝐿2 − 𝑥2  

 

𝐸𝐼
𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
− 𝑞0 = 0 

q0 

𝑥 
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ضشایظ هشصی ًیض ثِ غَست صیش ثیبى هی ضًَذ، کِ دٍ ضشط اٍل ثیبًگش ضیت ٍ خیض غفش دس تکیِ گبُ ّستٌذ ٍ 

 .هی کٌٌذ ثشش ٍ هوبى غفش دس اًتْبی آصاد سا ثیبىدٍ ضشط ثؼذی 

 

 

 

 اًتخبة تبثغ حذس:  :1گبم

  

 ثب اػوبل کشدى ضشایظ هشصی سٍی تبثغ حذس داسین:

 

 

 

 

 حبل تبثغ حذس سا هی تَاى ثِ غَست صیش ثبصًَیسی کشد:

 

هلاحظِ هی ضَد کِ استفبدُ اص یک تبثغ حذس کِ توبم ضشایظ هشصی سا اسضب کٌذ هی تَاًذ کبس عبلت فشسبیی 

کِ دس آى هب تٌْب ثِ دًجبل اسضبی ضشایظ هشصی  َس دس آیٌذُ  فشم ضؼیف سا هؼشفی هی کٌینثبضذ ثِ ّویي هٌظ

 ضشٍسی )ضشایظ هشصی هشثَط ثِ تغییشهکبى ّب( ّستین.

 ربیگزاسی رَاة حذس صدُ ضذُ دس داخل هؼبدلِ دیفشاًسیل:ثب هحبسجِ خغبی ثبلیوبًذُ  :2بمگ

 

هحبسجِ ضذُ ٍ حبثت ًبهؼیي هَرَد دس هؼبدلِ  Rd=0اثش لشاس دادى ثب ثش ون کشدى همذاس ثبلیوبًذُ.هیٌی :3گبم

 رَاة ثذست آهذُ ًیض رَاة دلیك هؼبدلِ خَاّذ ثَد:

𝑣 0 = 0                &              
𝑑𝑣

𝑑𝑥
 0 = 0                                 

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 𝐿 = 0             &           

𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
 𝐿 = 0                𝐸𝐼 = 𝑐𝑡𝑒  

 

𝑣 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐4𝑥
4 

 

𝑣 0 = 0 →   𝑐0 = 0           &            
𝑑𝑣

𝑑𝑥
 0 = 0  →    𝑐1 = 0   

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 𝐿 = 0  → 2𝑐2 + 6𝑐3𝐿 + 12𝑐4𝐿

2 = 0           &             
𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
 𝐿 = 0  →    6𝑐3 + 24𝑐4𝐿 = 0                         

 
𝑐0 = 0      &      𝑐1 = 0      &      𝑐2 = −3𝑐3𝐿 − 6𝑐4𝐿

2      &        𝑐3 = −4𝑐4𝐿 = 0          

𝑣 𝑥 = 𝑐4 𝑥
4 − 4𝐿𝑥3 + 6𝐿2𝑥2  

 

 

𝑅𝑑 = 24𝐸𝐼 𝑐4 − 𝑞0 

𝑐4 =
𝑞0

24𝐸𝐼
 



10 
 

لشاس داسد سا دس ًظش ثگیشیذ هؼبدلِ دیفشاًسیل  q0تیش دٍ سش سبدُ صیش سا کِ تحت ثبس گستشدُ یکٌَاخت  -4هثبل

 ی گشدد:هخبل لجل ثِ غَست صیش ثیبى ه هطبثِحبکن ثش هسبلِ 

 

 

 

 

 

 ثب ثبس گستشدُ یکٌَاخت دٍسش سبدُتیش   4-3ضکل 

 

 ضشایظ هشصی ًیض ػجبستٌذ اص:

 

 

 اًتخبة هی کٌین:هخلخبتی صیش ٍ دس فشم تبثغ حذس سا ثِ غَست  :1گبم

 

 ایي تبثغ حذس یک پبساهتشی توبم ضشایظ هشصی سا اسضب هی کٌذ.هلاحظِ هی ضَد کِ 

 ذُ ثب ربیگزاسی رَاة حذس صدُ ضذُ دس داخل هؼبدلِ دیفشاًسیل:هحبسجِ خغبی ثبلیوبً :2گبم

 

دس ایي رب هلاحظِ هی ضَد کِ ثش خلاف هخبل ّبی پیطیي همذاس  هیٌیون کشدى همذاس ثبلیوبًذُ. :3گبم

سا ثشاثش غفش لشاس دّین ٍ اهکبى غفش  Rdخبظ هی تَاًین همذاس  xثَدُ ٍ ثٌبثش ایي دس یک  xثبلیوبًذُ ثش حست 

 تکٌیک پْلَي ّن گذاري دس ایٌزب اص سٍضی ثْشُ هی گیشین کِ ٍرَد ًذاسد حل آى دس توبم هحذٍدُضذى 

𝐸𝐼
𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
− 𝑞0 = 0 

𝑣 0 = 0                &                  𝑣 𝐿 = 0                                 

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 0 = 0             &           

𝑑3𝑣

𝑑𝑥2
 𝐿 = 0                𝐸𝐼 = 𝑐𝑡𝑒  

 

𝑣 𝑥 = 𝐶 𝑠𝑖𝑛 
𝜋𝑥

𝐿
  

𝑅𝑑 𝑥 = 𝐶 
𝜋

𝐿
 4𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛 

𝜋𝑥

𝐿
 − 𝑞0 

𝑞0 

𝑥 
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کِ تؼذاد ایي ًمبط ثشاثش تؼذاد  ای ًمبعی ثشاثش غفش لشاس هی دّینصسا ثِ ا Rdدس ایي سٍش  .ًبهیذُ هی ضَد 1ًقبط

  .)پس اص اػوبل ضشایظ هشصی( استهَرَد دس تبثغ حذس ًبهؼیي ضشایت 

 حل ثِ رٍش پْلَي ّن گذاري ًقبط 3-2-2

=  اگش دس ًمغِ  سا ثشاثش غفش لشاس دّین داسین:Rd همذاس    4   

 

 

 

 رَاة دس ایي حبلت ػجبست است اص:

 

 

= اگش دس ًمبط دیگش هخل     3  ٍ = ٍ رَاة ّبی ثذست آهذُ سا کِ سا ثشاثش غفش لشاس دّین  Rdًیض  2   

کِ اص همبٍهت هػبلح  سا دس کل للوشٍ حل غفش ًکشدُ اًذ( سا ثب رَاة دلیك Rdى ْبی تمشیجی ّستٌذ )چَرَاث
2SOM  اًذ. ضذُهمبیسِ همذاس خغبی حبغلِ ثب ّن  5-3دس ضکل  همبیسِ کٌین.  ثذست هی آیذ 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1
 Point Collocation Technique 

2
 Strenght Of Material 

𝑅𝑑 𝑥 = 𝐶  
𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

4
 − 𝑞0 = 0 

𝐶 =
 2

𝜋4
 
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
 

𝑣 𝑥 =
 2

𝜋4
 
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
 𝑠𝑖𝑛 

𝜋𝑥

𝐿
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 سٍش پْلَی ّن گزاسی رَاثْبی هختلفخغب دس همبیسِ  5-3ضکل 

تبثغ حذس اضبفِ کٌین ثب تَرِ ثِ  هی تَاى ثشای سسیذى ثِ رَاة حذسی ثْتش ثشای هسبلِ یک رولِ دیگش سا ثِ

= حَل خظ  تمبسى هسبلِ  تبثغ حذس سا ثِ غَست صیش اغلاح هی کٌین: 2  

 

 ثب ایي تبثغ حذس دٍ رولِ ای همذاس ثبلیوبًذُ ثِ غَست صیش ثذست هی آیذ:

 

 

هخلا دس )دّین، سا دس دٍ ًمغِ ثشاثش غفش لشاس Rdچَى دٍ حبثت هزَْل داسین کِ ثبیذ تؼییي ضًَذ ثبیذ همذاس 

 =    3  ٍ =    4) 

 

 

 ثب حل ایي دٍ هؼبدلِ ٍ دٍ هزَْل داسین:

 

𝑣 𝑥 = 𝑎𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝐿
 +  𝑏𝑠𝑖𝑛  

3𝜋𝑥

𝐿
   

𝑅𝑑 𝑥 = 𝑎  
𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝐿
 +𝑏  

3𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛  
3𝜋𝑥

𝐿
 − 𝑞0 = 0 

 

𝑎  
𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

3
 +𝑏  

3𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛 𝜋 − 𝑞0 = 0 

𝑅𝑑  
𝐿

4
 = 0 →   ⬚𝑎  

𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛  
𝜋

4
 +𝑏  

3𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛  
3𝜋

4
 − 𝑞0 = 0 

𝑎 =
2

 3𝜋4
 
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
 

            𝑏 = 0.00003289 
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
 



13 
 

 

 

 رَاة ًیض ثِ غَست صیش است:

 

ثب سسن رَاة تمشیجی ثذست آهذُ ّوشاُ ثب رَاة دلیك هسبلِ هلاحظِ هی ضَد کِ اگشچِ ایي رَاة ثْتش اص 

 ختلاف داسد.پبساهتشی( ٍلی ٌَّص ثب رَاة دلیك ا یکحبلت لجلی )رَاة 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 همبیسِ رَاة دلیك ٍ سٍش پْلَی ّن گزاسی ثب دٍ پبساهتش 6-3ضکل 

 

 

 

 

𝑣 𝑥 =
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
[

2

 3𝜋4
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑥

𝐿
 +  0.00003289 𝑠𝑖𝑛  

3𝜋𝑥

𝐿
 ]  

 

Normalized axial location  

T
ra

n
sv
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 d
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n

 

2 

6 

4 

8 

10 

12 

14 

16 

0 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 

 
TWO TERM 

TERMEEEE 𝐒𝐎𝐌 
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 )گبلزکیي( حل ثِ رٍش ثبقیوبًذُ ٍسًی 3-2-3

حبل هب ثِ دًجبل ایي ّستین تب ثِ ربی ایٌکِ همذاس ثبلیوبًذُ سا دس ًمبط خبغی اص هحذٍدُ حل غفش کٌین، همذاس 

ای توبم ًمبط هَرَد دس للوشٍ حل هیٌیون کٌین. ایي تکٌیک سا سٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی ثبلیوبًذُ یب خغب سا ثِ اص

ثبیذ ثِ تؼذاد حبثت ّبی ًبهؼیي هَرَد دس تبثغ حذس )پس اص اػوبل ضشایظ هشصی( هی ًبهٌذ. ثشای ایي هٌظَس 

ثبیذ  دٍ اًتگشال هخلا ثشای یک تبثغ حذس دٍ پبساهتشی. همذاس اًتگشال صیش سٍی سشتبسش هحذٍدُ حل غفش گشدد

 ًَضتِ ضًَذ.

3-2 

کِ هی تَاًذ ثِ ضشط غیشغفش ٍ اًتگشال پزیش ثَدى ثِ غَست دلخَاُ اًتخبة  تبثغ ٍصًی است wi(x) کِ دس آى

 )پس اص اػوبل ضشایظ هشصی( ًیض ثشاثش ثب تؼذاد حبثت ّبی ًبهؼیي هَرَد دس تبثغ حذس ّب wi(x)گشدد. تؼذاد 

 ثشاثش ّوبى تَاثغ حذس ثبضٌذ.ّب  wi(x)ى کشد کِ دس آى ای سا ثیب گبلشکیي ایذُ است.

 ثٌبثشایي ثشای حل هخبل لجل ثب سٍش گبلشکیي داسین:

 

 

 

 

 

 

 

 رَاة ثذست آهذُ اص ایي سٍش ًیض ثِ غَست صیش است:

 

 Wi x Rd x 
𝐿

0

𝑑𝑥 = 0 

𝑅𝑑 𝑥 = 𝐶 
𝜋

𝐿
 4𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛 

𝜋𝑥

𝐿
 − 𝑞0 

 [𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝐿
 ][𝐶  

𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼 𝑠𝑖𝑛 
𝜋𝑥

𝐿
 − 𝑞0]𝑑𝑥

𝐿

0

= 0 

                                 W(x)                       Rd(x)                                                     

𝐶  
𝜋

𝐿
 
4

𝐸𝐼  𝑠𝑖𝑛2  
𝜋𝑥

𝐿
 𝑑𝑥

𝐿

0

=  𝑞0 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝐿
 𝑑𝑥

L

0

 

𝐶 = 0.013071 
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
 

𝑣 𝑥 = 0.013071
𝑞0𝐿

4

𝐸𝐼
 𝑠𝑖𝑛 

𝜋𝑥

𝐿
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کٌذ، هلاحظِ هی ضَد رَاة خیلی  ضکل صیش رَاة ثذست آهذُ اص ایي سٍش سا ثب رَاة دلیك هسبلِ همبیسِ هی

هَرَد ثیي رَاة دلیك ٍ سٍش گبلشکیي دس ٍسظ دّبًِ . ثِ عَس هخبل خغبی ثِ رَاة ٍالؼی ًضدیک ضذُ است

 .است دسغذ 0.38تیش ثشاثش 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 همبیسِ رَاة دلیك ٍ سٍش گبلشکیي 7-3ضکل 

 دس حبلت کلی اگش تبثغ حذس ثِ غَست صیش ثیبى ضذُ ثبضذ:

3-3 

 

اسضب ًوَدُ اًذ. ثشای  f(x)ّستٌذ کِ ضشایظ هشصی سا ًیض ثشای  xهؼلَم اص تَاثؼی  Ni(x)ٍ      کِ دس آى 

 ًیض داسین: Wi(x)هحبسجِ 

3-4 

ئل هکبًیک سبصُ ًوی گشدد ٍ هی تَاًذ سٍش گبلشکیي هحذٍد ثِ هسبرکش ایي ًکتِ ضشٍسی است کِ دس ایٌزب 

 ِ ضَد.ثشای ثذست آٍسدى رَاة تمشیجی ثشای ّش هؼبدلِ دیفشاًسیلی ثِ کبس گشفت

𝑓 𝑥 = Φ 𝑥 +  𝐶𝑖𝑁𝑖

𝑛

𝑖=1

 𝑥  

 

𝑊𝑖 𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝐶𝑖
= 𝑁𝑖 𝑥  

 

Normalized x- location  

D
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n

 

2 

6 

4 

8 

10 

12 

14 

16 

0 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 

 
SOM 

Galerkin solution 
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  .ثِ غَست خغی دس عَل آى تغییش هی کٌذ سا دس ًظش ثگیشیذثبس یک هیلِ سا تحت ثبس هحَسی کِ  -5هخبل

 هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثِ غَست صیش خَاّذ ثَد.

 

 

 

 

 

 خغی ثب تغییشهیلِ تحت ثبس هحَسی  8-3ضکل 

 

   

 ضشایظ هشصی ًیض ػجبستٌذ اص:

 

همبیسِ کٌین ثب تَرِ ثِ ثبس اًتظبس هی سٍد دسرِ تبثغ  1ي هخبل سا ثب هخبلحذس یک تبثغ رَاة. اگش ای :1گبم

 .حذس دس ایي رب یک هشتجِ ثبلاتش اص آى رب ثبضذ

 

 ثب اػوبل ضشایظ هشصی داسین:

 

 

 ثذیي تزتیت

 

𝑢 0 = 0                   &                𝐸𝐴 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0              𝐸𝐴 = 𝑐𝑡𝑒  

𝑢 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐3𝑥

3 

 

𝑢 0 = 0 →   𝑐0 = 0            

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0  →  𝑐1 + 2𝑐2𝐿 + 3𝑐3𝐿

2 = 0    →   𝑐1 = −2𝑐2𝐿 − 3𝑐3𝐿
2         

 

𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎𝑥 = 0 

𝑢 𝑥 = 𝑐2 𝑥
2 − 2𝐿𝑥 + 𝑐3 𝑥

3 − 3𝐿2𝑥  

 

𝑞0 

𝑥 

𝑞0 = 𝑎𝑥 
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 هحبسجِ همذاس ثبلیوبًذُ. :2گبم

 

 هیٌیون کشدى همذاس ثبلیوبًذُ ثب تَرِ ثِ فشهَل گبلشکیي.  :3گبم

 

 

 

 ثب هحبسجِ ضشایت اص دٍ هؼبدلِ ٍ دٍ هزَْل ثبلا  ثِ رَاة خَاّین سسیذ:

 

 رَاة هسبلِ ػجبست است اص:

 

 

 را ثصَرت سیز ثیبى کزد. رٍش ثبقیوبًذُ ٍسًی ،ثیبى کلیهیتَاى در 

3-5 

 

3-6 

 

 

 

𝑅𝑑 𝑥 = 𝐸𝐴 2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 𝑎𝑥 

 

  𝑥2 − 2𝐿𝑥 [𝐸𝐴 2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 𝑎𝑥]𝑑𝑥 = 0
𝐿

0

 

  𝑥3 − 3𝐿2𝑥 [𝐸𝐴 2𝑐2 + 6𝑐3𝑥 + 𝑎𝑥]𝑑𝑥 = 0
𝐿

0

 

𝑐2 = 0    →   𝑐3 = − 
𝑎

6𝐸𝐴
       

𝑢 𝑥 =
𝑎

6𝐸𝐴
 3𝐿2𝑥 − 𝑥3  

𝑢 = 𝜙 +  𝐶𝑖𝑁𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 𝑊𝑖𝑅𝑑  𝑑Ω = 0
⬚

Ω

                      𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1,2, … , 𝑛   𝑎𝑛𝑑    𝑊𝑖 = 𝑁𝑖  
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تکیِ گبُ   ثب ثشای ًطبى دادى کبسثشد سٍش گبلشکیي دس هَسد هسبئل پیچیذُ تش، یک غفحِ هستغیلی -6هثبل

 هی ضَد: . هؼبدلِ ی دیفشاًسیل حبکن ثِ غَست صیش ثیبىدس ًظش ثگیشیذq0 سا تحت ثبس یکٌَاخت  ّبی سبدُ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 q0 تکیِ گبُ ّبی سبدُ تحت ثبس یکٌَاخت   ثب غفحِ هستغیلی 9-3ضکل 

 

 

 

 ٍ ضشایظ هشصی ًیض ػجبستٌذ اص:

 

 

 

𝐸ℎ3

12 1 − 𝜐2 
  
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+
𝜕4𝑤

𝜕𝑦4
 − 𝑞0 = 0 

𝑤 0, 𝑦 = 𝑤 𝑎, 𝑦 = 0                &                   
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0     𝑓𝑜𝑟 𝑥 = 0 , 𝑎 

𝑤 𝑥, 0 = 𝑤 𝑥, 𝑏 = 0                &                   
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0     𝑓𝑜𝑟 𝑦 = 0 , 𝑏 

𝑞0 

𝑥 

𝑦 

All edges 

simply 

supported 
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ثب اػوبل ضشایظ هشصی ثِ غَست یک تبثغ حذس یک  کِحذس یک تبثغ رَاة ثِ غَست هخلخبتی  :1گبم

 :دس هی آیذثِ غَست صیش  پبساهتشی

 

 هحبسجِ خغبی ثبلیوبًذُ ثب ربیگزاسی رَاة حذس صدُ ضذُ دس داخل هؼبدلِ دیفشاًسیل: :2گبم

 

 هیٌیون کشدى همذاس ثبلیوبًذُ ثب تَرِ ثِ فشهَل گبلشکیي.  :3گبم

 

 

 

 است ثب:تبثغ تغییشهکبى غفحِ ثشاثش 

 

 

 ثشای یک غفحِ هشثؼی خیض دس هشکض غفحِ ثشاثش است ثب: a=bاگش لشاس دّین 

 

 

 

 

 

 

 

𝑤 𝑥, 𝑦 = 𝐶 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝑎
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑦

𝑏
  

𝑅𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝐶
𝐸ℎ3

12 1 − 𝜐2 
[ 
𝜋

𝑎
 
2

+  
𝜋

𝑏
 
2

]2 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝑎
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑦

𝑏
 − 𝑞0 

 

 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝑎
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑦

𝑏
  𝐶

𝐸ℎ3

12 1 − 𝜐2 
  
𝜋

𝑎
 
2

+  
𝜋

𝑏
 
2

 
2

 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝑎
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑦

𝑏
 − 𝑞0 𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0

𝑏  𝑎

0  0

 

𝐶 =  
16𝑞0

𝜋2
  

12 1 − 𝜐2 

𝐸ℎ3  [
1

 
𝜋
𝑎 

2
+  

𝜋
𝑏
 
2]

2 

𝑤 𝑥, 𝑦 =  
16𝑞0

𝜋2
  

12 1 − 𝜐2 

𝐸ℎ3  [
1

 
𝜋
𝑎
 
2
+  

𝜋
𝑏
 
2]

2 𝑠𝑖𝑛  
𝜋𝑥

𝑎
 𝑠𝑖𝑛  

𝜋𝑦

𝑏
  

𝑤𝑐𝑒𝑛𝑡𝑒𝑟 =  
4

𝜋6
  

12 1 − 𝜐2 

𝐸ℎ3   𝑞0𝑎
4  
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 رٍش ثبقیوبًذُ ٍسًی 1فزم ضعیف 3-2-4

ثب ایي کبس ضشط پیَستگی سٍی هی تَاى ثِ فشم ضؼیف سسیذ. ثبلیوبًذُ ٍصًی  فشمثب اًتگشال گیشی رض ثِ رض اص 

ثیطتشی سا هی تَاى ثشای تبثغ حذس ثِ کبس ثشد. ثشای سٍضي ضذى  ّبی تبثغ حذس کبّص هی یبثذ ٍ اًتخبة

 هغلت ایي سٍش سا دس غبلت یک هخبل تَضیح هی دّین:

 ثذست ثیبٍسین. 5هی خَاّین فشم ضؼیف سا ثشای هخبل -7هثبل

 هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ٍ ضشایظ هشصی ثِ غَست صیش ثَدًذ:

 

 

ضذُ ثشای تبثغ دسًظش ثگیشین ٍ آى سا دس داخل هؼبدلِ دیفشاًسیل  سا ثِ ػٌَاى رَاة تمشیجی حذس صدُ  اگش 

 ربیگضیي کٌین همذاس ثبلیوبًذُ ثِ غَست صیش هحبسجِ هی ضَد:

 

 ثیبى ثبلیوبًذُ ٍصًی هسبلِ ثِ غَست صیش خَاّذ ثَد: سا ثِ ػٌَاى تبثغ ٍصًی دس ًظش ثگیشین W(x)اگش 

 

 

 

 

 داسین: گشالثشای اٍلیي اًت اًتگشال گیشی رض ثِ رضثب 

 

     

                                                           
1
 Weak Form 

𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎𝑥 = 0 

𝑢 0 = 0                   &                𝐸𝐴 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0              𝐸𝐴 = 𝑐𝑡𝑒  

 𝑊 𝑥  𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎𝑥 𝑑𝑥 = 0

𝐿

0

 

 𝑊 𝑥 𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 +  𝑊 𝑥 𝑎𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0
𝐿

0

 

 𝑊 𝑥 𝑑 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  +  𝑊 𝑥 𝑎𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0
𝐿

0

 

𝑅𝑑 𝑥 = 𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎𝑥 

𝑊 𝑥 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 
0

𝐿

−  𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +  𝑊 𝑥 𝑎𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0 

𝑃 = 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥
  𝑎𝑥𝑖𝑎𝑙 𝑓𝑜𝑟𝑐𝑒 𝑎𝑡 𝑡ℎ𝑒 𝑠𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛  
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3-7 

 

دس ػجبست اغلی ثبلیوبًذُ ٍصًی هب 
   

   
سا داضتین دس حبلی کِ دس حبلت ضؼیف ضذُ  

  

d 
ثِ ٍرَد آهذ. ثٌبثشایي  

ثبیذ حذالل اص چٌذرولِ ای هشتجِ دٍ ثبضذ دس حبلی کِ دس حبلت  u دس ػجبست اغلی ثبلیوبًذُ ٍصًی تبثغ حذس 

هی تَاًذ خغی ثبضذ. ثٌبثشایي ضشایظ هشصی ًیشٍیی )عجیؼی( اص داخل فشم اغلی  u)ضؼیف(  اغلاح ضذُ

ثبلیوبًذُ ٍصًی ثیشٍى سفتِ اًذ. اغَلا لفظ ضؼیف ًیض ثذیي خبعش آٍسدُ ضذُ است کِ فشم ضؼیف احتیبد ثِ 

 ًسجت ثِ فشم اغلی داسد.  ضؼیف تشیپیَستگی 

=   :)صاد هیلِ ًیشٍی هحَسی غفش استدس اًتْبی آ (اص ضشایظ هشصی عجیؼی داسین 0        

= 0  ّوچٌیي چَى  = 0  پس ثبیذ تبثغ  0   ثبضذ.  0

 دس ًتیزِ فشم ضؼیف ثِ غَست صیش دس هی آیذ:

 

3-8 

 

 هؼبدل فشهَل ثٌذی هسبلِ سا ًطبى هی دّذ: سٍشدس رذٍل صیش سِ 

 

3 

 

 

3-9 

 

𝑊 𝐿 𝑃𝐿 −𝑊 0 𝑃0 −  𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +  𝑊 𝑥 𝑎𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0 

 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝑑𝑥 =  𝑊 𝑥 𝑎𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 

𝑢 0 = 0    &    𝑊 0 = 0 

 

𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎𝑥 = 0            𝑊 𝑥 [𝐸𝐴

𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑎𝑥]

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0               𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝑑𝑥 =  𝑊 𝑥 𝑎𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥                 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0 & 𝑢 0 = 0                      

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 0  &  𝑢 0 = 0                                         𝑢 0 = 0  & 𝑊 0 = 0                                  

  

Differential Equation         Weighted Residual Statement                        Weak Form 
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 ثشای سسیذى ثِ رَاة دس حبلت ضؼیف داسین:

 

 

 

 

 

 

 

 

 دس ًتیزِ:

 

 

 ثب حل دٍ هؼبدلِ ٍ دٍ هزَْل داسین:

 

 

 حل ػجبست است اص:

 

ثِ یبد داسین کِ رَاة دلیك اص  5هب دس ایٌزب اص یک تبثغ دسرِ دٍ ثشای تبثغ حذس استفبدُ کشدین ٍلی اص هخبل

 هی کشدین ثِ رَاة سرِ دٍ فشؼ هی کشدین ٍ اص سٍش گبلشکیي استفبدُددسرِ سِ ثَد. حبل اگش تبثغ حذس سا 

 

𝑢 𝑥 = 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 

 𝑊1 = 𝑥       ,      𝑊2 = 𝑥2 

 

 𝐸𝐴 𝑐1 + 2𝑐2𝑥  1 
𝐿

0

𝑑𝑥 =   𝑥  𝑎𝑥 
𝐿

0

𝑑𝑥  

𝐸𝐴 𝑐1𝐿 + 𝑐2𝐿
2 =

𝑎𝐿3

3
 

𝑓𝑜𝑟 𝑊1:  

 𝐸𝐴 𝑐1 + 2𝑐2𝑥  2𝑥 
𝐿

0

𝑑𝑥 =   𝑥2  𝑎𝑥 
𝐿

0

𝑑𝑥  

𝐸𝐴  
𝑐1𝐿

2 + 4𝑐2𝐿
3

3
 =

𝑎𝐿4

4
 

𝑓𝑜𝑟 𝑊2:  

𝑐1 + 𝑐2𝐿 =
𝑎𝐿2

3𝐸𝐴
 

𝑐1 +
4

3
𝑐2𝐿 =

𝑎𝐿2

4𝐸𝐴
 

𝑐1 =
7𝑎𝐿2

12𝐸𝐴
 

𝑐1 = −
𝑎𝐿

4𝐸𝐴
 

𝑢 𝑥 =
𝑎𝐿

12𝐸𝐴
 7𝐿𝑥 − 3𝑥2  

𝑢 𝑥 =
5𝑎𝐿

16𝐸𝐴
 2𝐿𝑥 − 𝑥2  
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ثِ ایي ًتیزِ دس همبثل ّن  فشم ضؼیف(سسیذین. ثب سسن ایي سِ رَاة )سٍش دلیك، سٍش گبلشکیي ٍ سٍش هی 

 ین کِ تمشیت فشم ضؼیف خیلی ثْتش اص سٍش گبلشکیي است.سسهی 

 هقبیسِ ثیي رٍش هعبدلِ دیفزاًسیل، ثبقیوبًذُ ٍسًی ٍ فزم ضعیف 3-2-5

 لِ سا کِ تَسظ هؼبدلِ دیفشاًسیل ٍ ضشایظ هشصی صیش ثیبى هی ضَد سا دس ًظش ثگیشیذ.تغییشضکل هحَسی یک هی

 

 

  :ثِ کبس ثشدین ثشای پیذاکشدى رَاة تمشیجی ثشای ایي هؼبدلِ دیفشاًسیل هب سٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی سا ثِ غَست صیش

 

 

 کِ ثِ ًتبیذ صیش سسیذین:

 w(x)ّش تبثغ ٍصًی  ثِ اصایکل ثبلیوبًذُ ٍصًی ثِ عَس ضوٌی ضدس رَاة دلیك هسبلِ ثبضذ آًگبُ  u اگش تبثغ -1

دس داخل پشاًتض ثشاثش غفش خَاّذ ضذ، کِ دس ایي حبلت همذاس خغب یب ثبلیوبًذُ دس سشتبسش ًبحیِ  Rdهمذاس 

 هیٌیون هی گشدد.

لیوبًذُ ٍصًی سا تَاى سٍش ثب پبسُ ای ٍ غیشُ( هییب  هؼوَلی -غیش خغییب  ثشای ّش هؼبدلِ دیفشاًسیلی )خغی -2

 ثِ کبس ثشد.

لجل اص  ٍ تبثغ حذسًذاسد ضشایظ هشصی  کبسی ثبسٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی تٌْب هؼبدل هؼبدلِ دیفشاًسیل است ٍ -3

ثبیذ ضشایظ هشصی سا اسضب کشدُ ثبضذ ٍ ثِ تؼذاد لاصم ثشای ربیگضیٌی دس هؼبدلِ حبکن رْت یبفتي خغب ی حبغلِ 

 یش ثبضذ.دلِ دیفشاًسیل حبکن هطتك پزبهؼ

تبثغ ٍصًی هختلف  nثب اًتخبة  ٍ دس ػول هی تَاًذ ّش تبثغ غیش غفش ٍ اًتگشال پزیشی ثبضذ W(x)تبثغ ٍصًی  -4

 دست یبفت.  ciهؼبدلِ ثشای هحبسجِ ضشایت  nهیتَاًذ ثِ تؼذاد 

𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑞 = 0 

𝑢 0 = 𝑢0              &             𝐸𝐴 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 𝑃𝐿    

 

 𝑊 𝑥 [𝐸𝐴
𝑑2𝑢

𝑑𝑥2
+ 𝑞]

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0 

𝑢 0 = 𝑢0              &             𝐸𝐴 
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 𝐿 = 𝑃𝐿    
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ثِ ػلت  uلجل هخلا دس هخبل  احتیبد داسد. u(x)الضاهبت پیَستگی کوتشی سا ًسجت ثِ  w(x)ػوَهب تبثغ ٍصًی  -5

ٍرَد رولِ 
   

   
خبغی سا لاصم ًذاسد. ّذف اص ثِ کبسگیشی پیَستگی  wثبیذ دٍ هشتجِ هطتك پزیش ثبضذ ٍلی  

 wٍ تبثغ ٍصًی  uاًتگشال رض ثِ رض ٍ سسیذى ثِ ضکل ضؼیف تَصیغ یکٌَاخت ضشایظ پیَستگی ثیي تبثغ حذس 

 .است

 

 

= 0  چَى  = 0  داضتِ ثبضین است پس ثبیذ  0  0 

 

 

 ًتبیج رٍش استفبدُ اس فزم ضعیف 3-2-6

دس سٍش ضؼیف کِ ثب اًتگشال گیشی رض ثِ رض اص فشم اغلی سٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی حبغل هی ضَد، اص هشتجِ  -1

 .(افضٍدُ ضذw(کبستِ ضذ ٍ دس ػَؼ ثِ هشتجِ هطتك تبثغ ٍصًی )u) هطتك تبثغ حذس 

ثب گشفتي  ٍ داسای هشتجِ صٍد ّستٌذ ل ّبیی کِ هب دس ایٌزب ثب آى ّب سشٍکبس داسینثشای توبم هؼبدلِ دیفشاًسی -2

)یب هطتمگیشی( ثشاثش سا ثشای تبثغ حذس ٍ  لبدس خَاّین ثَد تب ضشط پیَستگیاًتگشال رض ثِ رض ثِ تؼذاد کبفی 

 تبثغ ٍصًی ایزبد ًوبیین.

. هب هی تَاًین آیٌذ ثذست هیگیشی رض ثِ رض ثب گشفتي اًتگشال  ٍاضحیچَى ضشایظ هشصی عجیؼی ثِ عَس  -3

کٌین. فمظ ضشایظ هشصی ضشٍسی ثب ضشایظ هشصی ضشٍسی سا ربیگضیي  هؼلَمهستمیوب ضشایظ هشصی عجیؼی 

 .ذثبلیوبًذُ ثبیذ ثِ ٍسیلِ تبثغ حذس اص هؼبدلِ فشم ضؼیف اسضب ضًَ

ب هشتجِ پبییي تش دس همبیسِ ثب فشم اغلی هب دس ایٌزب لبدس خَاّین ثَد تب اص تؼذاد ثیطتشی اص تبثغ حذس ث -4

 ثبلیوبًذُ ٍصًی )سٍش گبلشکیي( استفبدُ کٌین.

 فشم ضؼیف هی تَاًذ ثشای ثبلیوبًذُ ٍصًی ّش هؼبدلِ دیفشاًسیل هشتجِ دٍ ٍ ثبلاتش ثِ کبس گشفتِ ضَد. -5

𝑊 𝑥 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 
0

𝐿

−  𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝑑𝑥 +  𝑊 𝑥 𝑞

𝐿

0

𝑑𝑥 = 0  

 𝐸𝐴
𝑑𝑢

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑊

𝑑𝑥
𝑑𝑥 =  𝑊 𝑥 𝑞

𝐿

0

𝑑𝑥 +𝑊 𝐿 𝑃𝐿 
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یي ًمبط همذاس غفش سا ٍرَد داسًذ تبثغ ٍصًی هب ثبیذ دس توبم ا هؼلَم ضشٍسیدس ربّبیی کِ ضشایظ هشصی  -6

داضتِ ثبضذ یؼٌی تبثغ ٍصًی ثبیذ ضشایظ هشصی ضشٍسی ّوگي هؼلَم سا اسضب ًوبیذ. تبثغ ٍصًی هی تَاًذ ثِ غَست 

ٍ ثٌبثش ایي ثبیذ ثب تکیِ گبُ ّب سبصگبس ثبضذ ٍ ثبیذ دس ضشایظ هشصی تغییشهکبى  یک تغییشهکبى هزبصی تلمی ضَد

 .ثشاثش ثب غفش ثبضذ هؼلَم

 دس ًظش هیگیشین. 4هخبل ذیک تیش دٍ سش سبدُ ثب ثبس یکٌَاخت سا ّوبًٌ -7هثبل

 هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن:

 

 

 ضشایظ هشصی:

 

 

سا ثِ ػٌَاى تبثغ ٍصًی دس ًظش ثگیشین، فشم ثبلیوبًذُ ٍصًی ثِ غَست صیش      سا ثِ ػٌَاى تبثغ حذس ٍ       اگش

 خَاّذ ثَد:

 

 ِ رض داسین:ثب دٍثبس اًتگشال گیشی رض ث

 

 ّش دٍ ثبّن ثشاثش ضذُ است. دس هحذٍدُ داهٌِ، دلت داسین کِ دس ایي حبلت هشتجِ هطتك تبثغ حذس ٍ تبثغ ٍصًی 

 ثب تَرِ ثِ ایٌکِ هوبى دس دٍ سش تیش غفش است هی تَاًین ایي ضشط هشصی عجیؼی سا دس هؼبدلِ ربیگزاسی کٌین.

 

𝐸𝐼
𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
− 𝑞 = 0 

 

   𝑣 0 = وریضر   0                &              𝑣 𝐿 =                                  ضروری   0

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 0 =             &            طبیعی   0

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 𝐿 = 𝐸𝐼        طبیعی    0 = 𝑐𝑡𝑒  

 

 𝑊 𝑥  𝐸𝐼
𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
− 𝑞 

𝐿

0

𝑑𝑥 

𝑊 𝑥 𝐸𝐼
𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
 
0

𝐿

−  
𝑑𝑊 𝑥 

𝑑𝑥
𝐸𝐼

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 
0

𝐿

+  𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2

𝐿

0

𝑑2𝑊 𝑥 

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 =  𝑊 𝑥 𝑞

𝐿

0

𝑑𝑥  

 𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2

𝐿

0

𝑑2𝑊 𝑥 

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 +𝑊 𝑥 𝐸𝐼

𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
 
0

𝐿

=  𝑊 𝑥 𝑞
𝐿

0

𝑑𝑥  
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ٍ دس ًتیزِ  ٍصًی ًیض ثبیذ دس آًزب غفش ثبضذغ دس دٍ اًتْب تبثغفش ثَدى خیض ضشط هشصی ضشٍسی، ثب تَرِ ثِ 

 داسین:

 

 

 

هطبّذُ هی ضَد کِ دس ایٌزب تبثغ حذس ثبیذ تٌْب دٍ ثبس هطتك پزیش ثبضذ ایي دس حبلی است کِ دس فشم 

 داسین: . ثب اًتخبة یک تبثغ حذس هشتجِ دٍس حذالل ثبیذ چْبس ثبس هطتك پزیش هی ثَدثبلیوبًذُ ٍصًی تبثغ حذ

 

تَاى  یکٌذ. ثکبسگیشی سٍش گبلشکیي ه ایي تبثغ ضشط هشصی ضشٍسی تغییش هکبى دس دٍ اًتْبی تیش سا اسضبء هی

 ثغ حذس الوبى اًتخبة ًوَد.بتبثغ ٍصًی سا ّوبى ت

 

 ثب ثِ کبسگیشی فشمٍ  q0ثب فشؼ ثبس گستشدُ یکٌَاخت  کٌذ. کِ ضشط تبثغ ٍصًی سا دس دٍ اًتْب دٍثبسُ اسضبء هی

 ضؼیف داسین:

 

 

 

 

 پس رَاة ثِ ضکل صیش دس هی آیذ:

 

 رَاة دلیك هسبلِ ًیض ثِ غَست صیش است:

 

 𝐸𝐼
𝑑2𝑣

𝑑𝑥2

𝐿

0

𝑑2𝑊 𝑥 

𝑑𝑥2
𝑑𝑥 =  𝑊 𝑥 𝑞

𝐿

0

𝑑𝑥  

𝑣 0 = 𝑣 𝐿 = 0   

𝑊 0 = 𝑊 𝐿 = 0 

 

𝑣 𝑥 = 𝑐0𝑥 𝐿 − 𝑥  

 

 𝐸𝐼𝑐0 −2  −2 
𝐿

0

𝑑𝑥 =   𝑥  𝐿 − 𝑥 𝑞0

𝐿

0

𝑑𝑥    

 4𝐸𝐼𝐿 𝑐0 =
𝑞0𝐿

3

6
   

𝑐0 =
𝑞0𝐿

2

24𝐸𝐼
   

 

𝑣 𝑥 =
𝑞0𝐿

2

24𝐸𝐼
𝑥 𝐿 − 𝑥  

𝑣 𝑥 =
𝑞0𝑥

24𝐸𝐼
 𝐿3 − 2𝐿𝑥2 + 𝑥3  

𝑤 𝑥 = 𝑥 𝐿 − 𝑥  
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دسغذ ثب رَاة ٍالؼی تفبٍت داسد ایي دس حبلی است کِ ضیت  22ٍسظ تیش  تمشیت هب ثشای هب هبکضیون خیض دس

 .دس دٍ اًتْبی رَاة تمشیجی ثب رَاة دلیك هغبثمت داسد

ّبی تبثغ  كسی است کِ هوکي است خَد تبثغ ثِ خَثی تمشیت صدُ ضذُ ثبضذ. ٍلی هطتتَرِ ثِ ایي ًکتِ ضشٍ

=  هخلا  )کِ هوکي است هفَْم فیضیکی خبغی ثشای هب داضتِ ثبضٌذ 𝜎یب       = ثِ خَثی (         

 .پس ثبیذ دلت ضَد کِ آى ّب ًیض ثِ خَثی تمشیت صدُ ضًَذتمشیت صدُ ًطذُ ثبضٌذ، 

 فزم ضعیف در 1تکِ اي پیَستِحذس تَاثع  3-2-7

تٌْب تؼشیف  ربیاست کِ دس آى هب ثِ )تمشیت هٌحٌی ثب تؼذادی خظ (  ثشاصش هٌحٌی ایي سٍش دس ٍالغ یک ًَع

تبثغ حذس  ثشای ّش ًبحیِ یک دس کل هحذٍدُ حل، للوشٍ حل سا ثِ ًبحیِ ّبیی تمسین کشدُ ٍ یک تبثغ حذس

    .پیَستگی هتغیش ّب ٍ هطتمبت آى ّب دس ًمبط هشصی اعویٌبى حبغل ضَدگیشین. الجتِ ثبیذ اص  ًظش هیدس سا 

ّوبًغَس کِ لجلا هطبّذُ ضذ سٍش ػوَهی تکٌیک ثبلی هبًذُ ٍصًی ضبهل حذس یک تبثغ رَاة اهتحبًی ٍ 

کویٌِ کشدى همذاس ثبلیوبًذُ دس للوشٍ حل ثَد ٍ دس ّویي ساستب سٍش گبلشکیي ًحَُ اًتخبة تبثغ ٍصًی هٌبست 

ا دس اختیبس هب لشاس داد. هب ًیض تَاثغ اهتحبًی گًَبگًَی هخل چٌذرولِ ای، هخلخبتی ٍ ... سا ثِ کبس گشفتین. اگشچِ س

. ضتدس کل هحذٍدُ حل اػتجبس دا ٍ ضشایظ هشصی هسبلِ سا اسضب هی ًوَددس ّش هَسد تبثغ اهتحبًی اًتخبة ضذُ 

سؼی دس تبثغ حل اهتحبًی  کِ دس آى ثب اًتخبة یکیشین ٌّگبهیکِ هبّیت سٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی سا دس ًظش هی گ

بثین ی دس هیسا داسین،  دیفشاًسل ٍ ضشایظ هشصی دادُ ضذُ ًضدیک کشدى آى تب حذ اهکبى ثِ رَاة دلیك هؼبدلِ

استفبدُ اص سٍش دس ٍالغ ّوبى سٍش است. ٍاضح است کِ ایي  2کِ دس ٍالغ ایي کبس ّوبى فشایٌذ ثشاصش هٌحٌی

ایي  12-3است کِ ّشچِ تؼذاد لغؼِ ّب ثیطتش ثبضذ تمشیت ثْتشی حبغل هی گشدد. ضکل لغؼِ-لغؼِتَاثغ 

)ایذُ پبیِ ای سا دس هَسد تبثغ ) sin( / )f x x L کِ تَسظ لغؼِ ّبی اص خظ ساستی تمشیت صدُ هی ضَد سا

ًین اٍلیي تمشیت سا ثب ًوبیص هی دّذ. اص آًزبیی کِ یک خظ ساست ثب داضتي دٍ ًمغِ سسن هی ضَد هی تَا

0xگزساًذى یک خظ ساست اص ًمبط   ٍ/ 2x L ضشٍع کٌین کِ الجتِ ٍاضح است ثشای/ 2x L تمشیت اغلا

                                                           
1
 Piece-wise Cintinuous 

2
 Curve Fiting 
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کٌین ثذیي خَثی ًیست. حبل اگش ایي ثبس ثِ ربی استفبدُ اص تٌْب یک خظ ساست اص دٍ خظ ساست استفبدُ 

0غَست کِ یک خظ دس هحذٍدُ  / 2x L  ُدیگشی دس هحذٍد ٍ/ 2L x L   تبثغ هَسد ًظش سا تمشیت

 ثضًذ، تمشیت ثْتشی حبغل هی ضَد.

 

 

 

 

 

 

 تمشیت تبثغ ثب استفبدُ اص یک ٍ دٍ خظ هستمین 12-3ضکل 

ٍل است کِ تٌْب ثب یک خظ غَست هی گشفت ٍ ثب افضایص ثیطتش عجیؼی است کِ تمشیت دٍم ثْتش اص تمشیت ا

کِ تمشیت تَسظ  11-3لغؼبت )خغَط ساست( دلت تمشیت ثبلا خَاّذ سفت کِ ایي هَضَع سا هی تَاى دس ضکل 

 چْبس خظ غَست گشفتِ هطبّذُ ًوَد.

 

 

 

 

 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 

0 

1 

2 

f(x) 

One-segment 
Two-segment 

f(
x
) 
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 تمشیت تبثغ ثب استفبدُ اص چْبس خظ هستمین 11-3ضکل 

 هؼبدلِ حبکن ثش هسبلِ یک ایذُ اسبسی ثشای تمشیت ضکل ضؼیفهی تَاًذ پیَستِ  لغؼِ-غؼِلتبثغ اهتحبًی 

پیَستِ سا دس ًظش هی گیشین ثبیذ هغوئي ثبضین کِ هتغیش  لغؼِ-لغؼِ.  الجتِ صهبًیکِ هب یک تبثغ اهتحبًی ثبضذ

هی کٌٌذ. اص آًزبیی کِ  هَسد ًظش ٍ هطتمبتص دس ًمبط اتػبلی ضشط پیَستگی سا اسضب هتغیش ٍاثستِ((هیذاًی

هطتمبتص سا ثِ ّوشاُ داسد هب ًیض اًتظبس داسین ثتَاًین هطتمبت سا  توبمرَاة دلیك، پیَستگی هتغیش هیذاًی ٍ 

تٌْب تب یک دسرِ ای ثشای رَاة تمشیجی خَد اسضب ًوبیین، کِ ایي خَد هٌزش ثِ ایزبد یک خغبی راتی دس حل 

رَاة ثب دلت لبثل لجَل سا ثب استفبدُ اص تَاثغ اهتحبًی هٌبست )هبًٌذ هی گشدد. دس ایٌزب هب لػذ داسین یک 

 دس سشتبسش للوشٍ حل ثذست آٍسین.  لغؼِ-لغؼِچٌذرولِ ای ّبی سبدُ( تؼشیف ضذُ دس سٍش 

شیف هی کٌین. ثشای ثش حست همبدیش تبثغ دس دٍ اًتْبی ایي صیشًبحیِ تؼ 1ایي تَاثغ سا دس ایٌزب دس یک صیشًبحیِ

 ایي تَاثغ سا ثِ غَست صیش تؼشیف هی کٌین:  12-3ای ضکل هخبل ثش

 د  داسین:َثشای حبلتی کِ اص یک خظ استفبدُ ض

                                                           
1
 Sub-domain 

0.1 

0.3 

0.2 

0.4 

0.5 

0.6 

0.7 

0.8 

0 

0.9 

1 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 

 

Exact 

Four-segment 

x 

f(
x
) 
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(0.5) (0)
( ) (0.5)*2 0 1

0.5 0

f f
f X X f X X

 
     

 

 دس حبلتی کِ اص دٍ خظ ثشای تمشیت استفبدُ ضذ ًیض داسین:

( ) (0.5)*2 0 0.5f X f X X   

0 (0.5)
( ) (0.5) ( 0.5) 0.5 1

1 0.5

f
f X f X X

 
      

 

 :داسین(11-3)ضکل دَکِ اص چْبس خظ استفبدُ ض ٍ ثِ ّویي غَست ثشای حبلتی

( ) (0.25)*4 0 0.25f X f X X   

(0.5) (0.25)
( ) (0.25) ( 0.25) 0.25 0.5

0.5 0.25

f f
f X f X X

 
      

 

(0.75) (0.5)
( ) (0.5) ( 0.5) 0.5 0.75

0.75 0.5

f f
f X f X X

 
      

 

(1) (0.75)
( ) (0.75) ( 0.75) 0.75 1

1 0.75

f f
f X f X X

 
       

پ اًتْبی ّش کِ دس سوت چ x اگش اص یک هختػبت هحلی ثشای حبلاتی کِ اص دٍ خظ ٍ چْبس خظ استفبدُ ضذ

 ًَضتي تَاثغ هغبثك صیش ساحت تش خَاّذ ضذ.، صیشًبحیِ حبثت ضذُ است استفبدُ ضَد

) 12-3ثشای تمشیت دٍ خغی هغبثك ضکل  / 2)l L: 

)اٍلیي صیش ًبحیِ:                  ) [1 ( / )] (0) ( / ) (0.5) 0f x x l f x l f x l     

)دٍهیي صیش ًبحیِ:                  ) [1 ( / )] (0.5) ( / ) (1) 0f x x l f x l f x l     
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) 12-3ثشای تمشیت چْبس خغی هغبثك ضکل  / 4)l L: 

)صیش ًبحیِ اٍل:                  ) [1 ( / )] (0) ( / ) (0.25) 0f x x l f x l f x l     

)صیش ًبحیِ دٍم:                 ) [1 ( / )] (0.25) ( / ) (0.5) 0f x x l f x l f x l     

)صیش ًبحیِ سَم:                ) [1 ( / )] (0.5) ( / ) (0.75) 0f x x l f x l f x l     

)چْبسم:             صیش ًبحیِ  ) [1 ( / )] (0.75) ( / ) (1) 0f x x l f x l f x l     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 استفبدُ اص دستگبُ هختػبت هحلی 12-3ضکل 

𝑥 𝑥 

𝑋 

𝐿
2  

𝑥 

𝑥 

𝑥 𝑥 

𝑥 = 0 

𝑥 = 0 𝑥 = 0 

𝑥 = 𝑙 

𝑥 = 𝑙 𝑥 = 𝑙 

𝐿
2  

𝐿
4  𝐿

4  
𝐿

4  𝐿
4  

𝑥 = 0 𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙 𝑥 = 𝑙 

𝑋 = 𝐿 𝑋 = 0 

4 3 2 1 

1 2 

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙 
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1] 1ّوبًغَس کِ هطبّذُ ضذُ تَاًستین تَسظ تَاثغ هطخػِ ( / )]x lٍ[ / ]x l همبدیش تبثغ دس دسٍى ّش

آى دسٍى یبثی کٌین. ّوچٌیي دس ایي حبلت ثِ ساحتی هی تَاى ثشای ّش صیشًبحیِ سا ثش حست همبدیش اًتْبیی 

ام تبثغ دسٍى kتب( تمشیت تبثغ سا اًزبم داد، دس ایي حبلت ثِ ػٌَاى هخبل ثشای لغؼِ خظ nتؼذاد صیش ًبحیِ )هخلا 

 یبثی ثِ غَست صیش ثیبى هی ضَد:

1( ) [1 ( / )] ( / ) 0 /k kf x x l f x l f x l L n      

1] تَاثغ هطخػِ ( / )]x l ٍ [ / ]x l  3تَاثغ ضکلیب  2تَاثغ دسٍى یبثیسا کِ ثشای دسٍى یبثی استفبدُ ضذًذ    

هی ًبهٌذ، صیشا آى ّب ضکل تغییشات تبثغ سا دس داخل ّش صیشًبحیِ تؼییي هی کٌٌذ. دس ایي ًَضتِ ػلاهت 

(1,2,...)iNثشای ایي تَاثغ استفبدُ خَاّذ ضذ. ایي تَاثغ هطخػِ ثش حست همبدیش هؼیٌی اص تبثغ هخل kf  همبدیش

0 ًبحیٍِالغ دس p تبثغ دس داخل ّش ًمغِ هخل X L  تَاثغ سا ثشای  ایي 13-3سا هطخع  هی کٌٌذ. ضکل

( تَاثغ دسٍى یبثی سا ثِ غَست هزضا a) لسوتحبلت دٍ خغی کِ لجلا هَسد ثحج لشاس گشفت ًطبى هی دّذ. 

0)آى ّب سا ثِ غَست کبهل ثشای کل ًبحیِ (b) لسوت ثشای دٍ صیش ًبحیِ ًطبى هی دّذ دس حبلی کِ )X L  

 سا ثشای حبلتی کِ اص چْبس لغؼِ خظ استفبدُ ضذ سا ًطبى هی دّذ.ًیض ایي تَاثغ  14-3ضکل  ًطبى هی دّذ.

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1
 Characteristic Functions 

2
 Interpolate Functions 

3
 Shape Functions 
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 تَاثغ ضکل خغی 13-3ضکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1 −
𝑥

𝑙
   

𝑥

𝑙
   1 −

𝑥

𝑙
   

𝑥

𝑙
  

𝑁2 

𝑁1 𝑁3 

1.0 1.0 

𝑥 = 0 𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙 𝑥 = 𝑙 

1.0 1.0 

1.0 1.0 1.0 

1 

2 1 

2 

a) Interpolation function within each sub-

domain 

b) Compact representation of shape function 



34 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  تَاثغ ضکل خغی ثشای تمشیت چْبس خغی 14-3ضکل 

اص  دس دسٍى یبثی هَسد استفبدُ لشاس گشفت. kfهمبدیش تبثغ kN ّوبًغَس کِ هطبّذُ هی ضَد ثِ تؼذاد تَاثغ ضکل 

دس داخل ّش صیش ًبحیِ حبلت کن ضذى ٍ  kNآًزبیی کِ تَاثغ ضکل اًتخبثی تَسظ هب خغی ثَدًذ ّش تبثغ ضکل 

kxدس سٍی ًمغِ  kNّش تبثغ ضکل  صیبد ضذى داسد. x  همذاس یک سا اختیبس هی کٌذ )صیشا دس ایي ًمغِ ثبیذ همذاس

)ثبضذ( ٍ ثش سٍی ثمیِ ًمبط اًتْبیی kfتبثغ ثشاثش , )jx x j k   همذاس غفش سا خَاّذ داضت. یؼٌی ثِ غَست

 خلاغِ داسین:

4 3 2 1 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

1.0 

𝑁5 

𝑁4 

𝑁3 

𝑁2 

𝑁1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 

4 3 2 1 
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1

0

k

k

k

x x
N

x x


 

 

تٌْب دس همبدیش تبثغ دس ّش  kfهمذاسّش  ،ِ پش اّویت دس دسٍى یبثی کِ دس ایٌزب غَست گشفت ایي ثَد کِدیگش ًکت

دٍ عشف صیشًبحیِ هطبسکت دادُ هی ضَد، ثِ ػجبست دیگش تٌْب دس دٍ صیش ًبحیِ ای کِ ثِ ّن هتػل ضذُ اًذ. )دس 

 بى حبغل هی ضَد.(ٍالغ اص اسضبی ضشط پیَستگی تبثغ اعویٌ

 استفبدُ اص تبثغ تمشیت دس فشم ضؼیف ضذُ 3-2-7-1

اص سٍش گبلشکیي ثِ خبعش داسین کِ ثشای حبلتی کِ تٌْب یک تبثغ ٍرَد داضت ثبیذ همذاس اًتگشال

( ) ( )i dW x R x dx 0)سا ثش سٍی کل للوشٍ حل )X L  تَاثغ دسٍى هحبسجِ هی ضذ. حبل دس ایي حبلت ک ِ

 یبثی سا دس ًظش گشفتین ایي ساثغِ ثبیذ ثِ غَست صیش هَسد استفبدُ لشاس ثگیشد:

3-12 
1

( ) ( ) ,
n

i d

i

W x R x dx n number of elements


 

 

درٍى یبثی هقبدیز تبثع در یک ًقطِ درًٍی اس هقبدیز تبثع در ًقبط اًتْبیی سیز ًبحیِ ّب، دٍ هشیت دارد 

سیزًبحیِ ّب ثَد ٍ دٍهی ایٌکِ شزایط هزسي ضزٍري ثِ اٍلی ارضبي شزط پیَستگی در ًقبط اتصبلی 

چَى ضکل ضؼیف هؼبدل هؼبدلِ دیفشاًسیل ٍ ضشایظ هشصی عجیؼی حبکن ثش هسبلِ راحتی ارضب هی شًَذ. 

      است، ضشایظ هشصی ضشٍسی یب ٌّذسی ثبیذ دس داخل تبثغ اهتحبًی اسضب ضًَذ ٍ ثٌبثشایي هضیت دٍم ثذست

 هی آیذ.

ضشایت هزَْل کِ ثَسیلِ ضکل ضؼیف اسضب هی ضذًذ دس ٍالغ ّوبى همبدیش هتغیش هیذاًی ست کِلاصم ثِ رکش ا

kf ِ0)دس اًتْبی صیشًبحیِ ّب ّستٌذ. اگش هب هحیظ فیضیکی هسبل )X L  سا ثِ تؼذادn ِصیشًبحیِ گسست



36 
 

 1nهزَْل اص همبدیش تبثغ ٍرَد داسد کِ ثبیذ ثب اسضبی ضکل ضؼیف هحبسجِ ضًَذ. دس ٍالغ1nکٌین، تؼذاد 

]هؼبدلِ رجشی ضکل هی گیشد کِ هی تَاى آى ّب سا دس فشم هبتشیسی ]{ } { }A f b  ٍ 1ثیبى کشدn ٍ صًی تبثغ

دس سٍش حل گبلشکیي ثِ کبس ثشدُ هی ضًَذ. ایي تَاثغ دسٍى یبثی یب  ،کِ دس ٍالغ ّوبى تَاثغ دسٍى یبثی ّستٌذ

ثِ کبس ثشدُ ضذًذ. هطبّذُ هی ضَد کِ ایي  14-3ٍ  13-3تَاثغ ٍصًی ّوبى ّبیی ّستٌذ کِ دس ضکل ّبی 

ش ّستٌذ. ثٌبثشایي هٌبست است کِ هحبسجبت تَاثغ دس حبل تکشاس کشدى خَد اص یک صیشًبحیِ ثِ صیش ًبحیِ دیگ

)هخل ) ( )i dW x R x dx تٌْب ثشای یک صیشًبحیِ اًزبم دّین ٍ ثب گشفتي هزوَع یب ضکل ضؼیف آى سا( ) 

]یس ًتبیذ سا ثشای کل صیش ًبحیِ ّب اًزبم دّین. تَرِ داسین کِ هطبسکت ّش صیش ًبحیِ دس الوبى ّبی هبتش ]A 

kf  ٍ1kfدس  kتَسظ ضشایجی است کِ دس ّش صیش ًبحیِ هخل   .ضشة هی ضذًذ تب تبثغ دسٍى یبثی سا ایزبد کٌٌذ 

ى دس کل للوشٍ حل ثِ غَست چطن گیشی سبدُ ثٌبثشایي فشایٌذ یبفتي هزوَع ثبلیوبًذُ ٍصًی یب ضکل ضؼیف آ

 هی ضَد ٍ ثِ غَست صیش لبثل خلاغِ ضذى است:

  هحبسجِ همذاس( ) ( )i dW x R x dx  ِیب ضکل ضؼیف آى تٌْب ثشای یک صیش ًبحیk ِام ثشای سسیذى ث

 سغح هطبسکت یک صیش ًبحیِ دس همذاس ثبلیوبًذُ ٍصًی. 

 ضشایت هبتشیس ّبی تؼییي[ ]A ٍ{ }b  صیش ًبحیِ دس ثِ ٍسیلِ ربیگزاسی هٌبست سْن هطبسکت ّش

 سدیف ّب ٍ ستَى ّبی هشثَعِ.

  1حل دستگبُ هؼبدلات رجشی ثبnثغ هزَْل ٍ هحبسجِ هزَْلات هسبلِ کِ دس ٍالغ ّوبى همبدیش تب

kfی صیشًبحیِ ّب است.   دس اًتْب 

صهبًیکِ همبدیش تبثغ دس اًتْبی ّش صیش ًبحیِ هطخع ضَد ثِ ساحتی ثِ کوک تَاثغ دسٍى یبثی هی تَاى 

 همذاس تبثغ سا دس ّش ًمغِ دس داخل صیشًبحیِ ّب ًیض ثذست آٍسد. 
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ش ارضا هحذٍد است. ّش کذام اص صیشًبحیِ ّب دس ٍالغ یک فشایٌذ رکش ضذُ دس ثبلا دس ٍالغ ّوبى هبّیت سٍ

ًبهیذُ هی ضَد ) کِ هتوبیض اص الوبى دیفشاًسیلی است کِ دس هکبًیک پیَستِ استفبدُ         1الوبى هحذٍد

ًبهیذُ هی ضَد. الوبى ّبیی ًیض ٍرَد داسًذ کِ گشُ  2گشُهی ضًَذ(. ًمبط اًتْبیی ّش صیشًبحیِ یب الوبى ًیض 

، هخلا ػلاٍُ ثش گشُ ّبی اًتْبیی یک گشُ دس ٍسظ آى ّب ًیض لشاس  ى ّب تٌْب دس ًمبط اًتْبیی ًیستّبی آ

دس اًتْبی ّش صیشًبحیِ ًیض ثِ ػٌَاى  kfداسد کِ ثؼذا دس هَسد آى ّب ثحج هی ضَد. همبدیش هزَْل تبثغ 

رضا هحذٍد کلی هی تَاًذ همبدیش تبثغ ٍ ّوچٌیي ضٌبختِ هی ضَد. یک الوبى ا 3دسربت آصادی گشُ ای

هطتمبتص سا ثِ ػٌَاى دسربت آصادی گشُ ای لجَل هی کٌذ.  سْن هطبسکت ّش صیش ًبحیِ دس ضکل ضؼیف ثِ 

]ضٌبختِ هی ضَد. پشٍسِ سبختي ضشایت هبتشیس ّبی 4هؼبدلات سغح الوبىػٌَاى  ]A ٍ{ }b  سا ثِ ػٌَاى

یؼٌی چیذهبى هٌبست هؼبدلات تک تک الوبى ّب ثشای ایزبد هؼبدلات  -)هًَتبطکشدى(  5اسوجل کشدىفشایٌذ 

 هی ضٌبسٌذ.     سیستن

اکٌَى فشهَل ثٌذی ارضا هحذٍد ثش اسبس ضکل ضؼیف دس یک هخبل سبدُ تَضیح دادُ هی ضَد. دس ایي 

دس آى اص الوبى ّبی خغی دٍ گشُ ای استفبدُ ضذُ ٍ تغییش هخبل ثب یک هیلِ یک ثؼذی هَارِ ّستین کِ 

ثِ ػٌَاى دسرِ آصادی گشُ ای دس ّش گشُ تؼشیف هی گشدد. ایي یک الوبى ثسیبس کبسثشدی  uهکبى هحَسی

     تشکیت    ،دس تحلیل ضجکِ ّبی خشپبیی پیچیذُ است کِ صهبًی کِ ثب یک الوبى هحذٍد تیش یک ثؼذی

هی گشدد هی تَاًذ ثشای حل ثسیبسی اص هسبئل پیچیذُ اص رولِ سبصُ ّبی لبثی ٍ ضبسی اتَهجیل ٍ ... 

 استفبدُ ضَد. 

 

                                                           
1
 Finite Element 

2
 Node 

3
 Nodal Degrees Of Freedom (D.O.F)  

4
 Element Level Equation 

5
 Assembly 



38 
 

 

 

 اجشا هحذٍد هیلِ یک ثعذي  3-2-7-2

حل کشدین، اهب اکٌَى    هی  فشم ضؼیفسادس ًظش ثگیشین کِ دس آى هسبلِ سا ثب سٍش  لجلیاگش دٍثبسُ هخبل 

 هسبلِ سا حل ًوبیین.ای،  تکِتَاثغ دسٍى یبثی تؼشیف ضذُ ثِ غَست  خَاّین ثِ کوک

 ضکل ضؼیف هسبلِ ثِ غَست صیش است:حبغلِ اص هؼبدلِ 

0

0 0

ˆ ˆ
[ ( ) ] ( ) ( ) 0

L L

Ldu du dW
W X AE AE dX W X q x dX

dX dX dX
    

0)کِ هحذٍدُ تغییشات آى اص اثتذا تب اًتْبی ػضَ است است  1هختػبت کلیًطبى دٌّذُ  Xهتغیش )X L  

سا هطخع هی کٌذ کِ هحذٍدُ تغییشات آى اص اثتذا تب اًتْبی الوبى است  2هختػبت هحلیًیض  xهتغیش

(0 )x l  :ثب ثبصًَیسی ساثغِ لجل داسین . 

0

0 0

ˆ ˆ
( ) ( ) [ ( ) ]

L L

Ldu dW du
AE dX W X q X dX W X AE

dX dX dX
   

ًیض یک  15-3الوبى ثب عَل ّبی هسبٍی تمسین هی کٌین. ضکل  nهیلِ سا ثِ تؼذاد  15-3حبل هغبثك ضکل 

سا ًطبى هی دّذ کِ داسای دٍ گشُ است ٍ دسرِ آصادی ّش گشُ دس ٍالغ ّوبى تغییشضکل  lالوبى اص هیلِ ثِ عَل 

 است.  uهحَسی هیلِ

 

                                                           
1
 Global Coordinate 

2
 Local Coordinate 
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 ای هص ثشای الوبى هیلِ ای ٍ الوبى هیلِ 15-3ل ضک

 الوبى دس هص هَرَد ساثغِ سا هی تَاى ثِ غَست صیش ًَضت: nثشای ایي 

0

1 1 10 0

ˆ ˆ
( ) ( ) [ ( ) ]

l ln n n
l

k k k

du dW du
AE dx W x q x dx W x AE

dx dx dx  

     

 

ال ثش تَرِ داسین کِ حذ اًتگشال ّب تغییش کشد ٍ دس ٍالغ ثِ ربی اًتگشال گیشی ثش سٍی کل ػضَ، هزوَع اًتگش

 سٍی ّش الوبى استفبدُ هی ضَد. 

 اگش تبثغ دسٍى یبثی تغییشهکبى هحَسی دس ّش الوبى سا ثِ غَست صیش ثیبى کٌین:

1
ˆ ˆ ˆ( ) 1 k k

x x
u x u u

l l


   
     
   

 

 یب دس فشم هبتشیسی:

𝑘 

𝑘 + 1 𝑘 

𝑥 = 𝑙 𝑥 = 0 

1 𝑛 2 

𝑋 

𝑋 = 0 𝑋 = 𝐿 

𝑘 

Nodal dof 

𝑥 = 𝑙 

Nodal forces 

𝑥 = 0 

𝑢𝑘 

𝐹𝑘 

𝑢𝑘+1 

𝐹𝑘+1 

Mesh of n bar elements 
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ˆ ˆ( ) [ ]{ }ku x N u 

[ ]N ٍˆ{ }ku  تبثغ ضکل ٍ دسربت آصادی گشُ ای ّستٌذ کِ اًذاصُ آى ّب ٍاثستِ ثِ ًَع الوبى ثِ تشتیت آسایِ ّبی

 دس ًظش گشفتِ ضذُ داسد. کِ دس هَسد ایي هخبل ثِ غَست صیش لبثل تؼشیف اًذ:

[ ] 1
x x

N
l l

    
     

    
 

1

ˆ
ˆ{ }

ˆ

kk

k

u
u

u 

 
  
  

 ٍ ثشای ثبصًَیسی فشم ضؼیف ثبیذ داضتِ ثبضین:

1
1

ˆ ˆˆ 1 1
ˆ ˆ ˆ[ ]{ }kk k

k k

u udu
u u B u

dx l l l





    

 

1 1
[ ]B

l l

 
  
 

 

ام سا دس فشم ضؼیف kحبل ثش اسبس تبثغ تغییش هکبى حذس صدُ ضذُ ثشای یک الوبى هیتَاًین سْن الوبى 

 هحبسجِ کٌین:

1
1

2
2

1
( ) 1

1
( )

dWx
W x

l dx l

dWx
W x

l dx l

   

  

 حبل سوت چپ فشم ضؼیف سا ثبصًَیسی هی کٌین:

11
1

0 0

1

ˆ ˆˆ 1
ˆ ˆ( )( ) ( )

ˆ
[1 1]

ˆ

l l

k k
k k

k

k

u udWdu AE
AE dx AE dx u u

dx dx l l l

uAE

ul







   

 
   

 

 
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12
1

0 0

1

ˆ ˆˆ 1
ˆ ˆ( )( ) ( )

ˆ
[ 1 1]

ˆ

l l

k k
k k

k

k

u udWdu AE
AE dx AE dx u u

dx dx l l l

uAE

ul







  

 
   

 

 

 

 

سوت ساست هؼبدلِ احتیبد ثِ تؼشیف ثبسگزاسی خبسری ٍاسد ثش هیلِ داسین کِ آى سا ثب تشم اٍل ثشای ًَضتي 

 ضذت حبثت  فشؼ هی کٌین.

0( )q x q 

0
1 0

0 0

( ) ( ) (1 )( )
2

l l
q lx

W x q x dx q dx
l

    

0
2 0

0 0

( ) ( ) ( )( )
2

l l
q lx

W x q x dx q dx
l

   

 تجذیل ًوَد. 1ثبسّبی هؼبدل گشُ ایغَست ثبلا ثِ  دلت داسین کِ ّش گًَِ تَصیغ ثبسی سا هی تَاى ثِ

تشم دٍم سوت ساست کِ دس ٍالغ ّوبى ضشایظ هشصی عجیؼی هسبلِ سا دس ثش داسد ًیض ثِ غَست صیش ًَضتِ      

 هی ضَد:

1 0 0

0

2 0

0

ˆ
[ ( ) ] (1 )

ˆ
[ ( ) ] ( )

l

l

l

l

l

du x
W x AE P P

dx l

du x
W x AE P P

dx l

 
    
 

 
  
 

 

                                                           
1
 Equivalent Nodal Force 
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تَرِ داسین کِ تشم
ˆdu

AE
dx

ًیشٍی هحَسی دس دٍ  0P  ٍlPاست، پس ثیبى کٌٌذُ ًیشٍی هحَسی داخل الوبى 

اًتْبی الوبى سا هطخع خَاٌّذ کشد. ّوچٌیي دلت داسین کِ ثشایٌذ ًیشٍّب دس دٍ اًتْبی الوبى اص روغ ًیشٍی 

 تؼبدل یک الوبى تٌْب است. هحَسی گشُ ٍ ًیشٍی ًبضی اص ثبسگزاسی ثذست هی آیذ، کِ دس ٍالغ ایي ّوبى هؼبدلِ 

 ثِ غَست صیش ثبصًَیسی کٌین: اص روغ سٍاثظ ثبلا حبل هی تَاًین فشم ضؼیف سا

0 0

1 0

ˆ / 21 1

ˆ / 21 1

k

k l

u q l PAE

u q l Pl 

       
       

       
 

 هی کٌٌذ.   سا ثشای الوبى هیلِ هطخع 2هؼبدلات هطخػِیب  1هبتشیس ّبی هطخػِسوت چپ ٍ ساست ساثغِ ثبلا 

یلِ است ٍ سوت ساست ًیض تؼبدل ثبسّبی ًبضی اص ثبسگزاسی ٍ ًیشٍی دس هؼبدلات ثبلا        سختی هحَسی ه

هحَسی دس دٍ سش الوبى سا هطخع هی کٌذ. ثب دس ًظش گشفتي ایي هَضَع کِ ساثغِ ثبلا دس ٍالغ ّوبى ساثغِ 

سا ثشای یک ػضَ هحَسی )هیلِ( ثیبى هی کٌذ، هبتشیس سوت ساست سا ثِ ػٌَاى هبتشیس  3تغییشضکل-ًیشٍ

 بى ٍ ثشداسّبی سوت ساست سا ثِ ػٌَاى ثشداسّبی ًیشٍّبی گشُ ای الوبى تؼشیف هی کٌین. سختی الو

بى خبظ غَست هی گشفت، حبل ثبیذ تک تک الوبى ّب ثب ّن روغ صدُ ضًَذ تب وتب کٌَى هحبسجبت ثشای یک ال

بل صیش تَرِ ثِ هؼبدلِ کل سیستن ثشسین )ػولیبت اسوجل کشدى(. ثشای ثْتش سٍضي ضذى ایي ػولیبت ثِ هخ

 ضَد.

 

 

                                                           
1
 Characteristic Matrices 

2
 Characteristic Equations 

3
 Force-Deflection 
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ثِ دٍ الوبى  16-3یک هیلِ ثِ عَل          سا دس ًظش ثگیشیذ کِ هغبثك ضکل ) اسوجل کزدى(.  16-3هثبل 

 تمسین ضذُ است. 

 

 

 

 

 

 

 ای اسوجل کشدى یک الوبى هیلِ 16-3ضکل 

 ت:ّوبًغَس کِ لجلا ّن رکش ضذ فشم ضؼیف هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ ثِ غَست صیش اس

0

0 0

ˆ ˆ
( ) ( ) [ ( ) ]

L L

Ldu dW du
AE dX W X q X dX W X AE

dX dX dX
  

 

 آهذُ اًذ. 17-3تَاثغ ٍصًی یب ّوبى تَاثغ ضکل ًیض دس ضکل 

 

 

 

 

 

 

𝑙 = 𝐿
2  

𝐿 

1 2 1 2 
Element no. 2 1 

3 

1,2,3 

, 

Node no. 

1 2 

Local node 

number 

Global node 

number 

Local node 

number 

Global node 

number 

1 2 

1 2 

1 2 

1 2 
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 تَاثغ ضکل 17-3ضکل 

 تَاثغ ٍصًی ثِ غَست صیش ثیبى هی ضًَذ:

1

1

2

2

3

3

( ) 1 0 1

( ) 0 2

( ) 0 1

( ) 1 0 2

( ) 0 1

( ) 0 2

x
W x x l in st element

l

W x in nd element

x
W x x l in st element

l

x
W x x l in nd element

l

W x in st element

x
W x x l in nd element

l

   



  

   



  

 

1 2 

1 2 

1 2 

𝑁1,𝑊1 

𝑁2,𝑊2 

𝑁3,𝑊3 

1.0 

1.0 

1.0 
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1دلت داضتین کِ چَى تؼذاد الوبى ّبی اًتخبثی دٍتب ثَد ثب سِ هتغیش هیذاًی 2 3, ,u u u  هَارِ ّستین کِ احتیبد

 ثِ سِ تبثغ ٍصًی داسًذ تب ثب حل سِ هؼبدلِ ٍ سِ هزَْل هسبلِ حل ضَد.  

 حبل سوت چپ فشم ضؼیف هسبلِ سا ثبصًَیسی هی کٌین:

2
1 1 2 1

10 0 0

ˆ ˆ 1
( )( ) 0

L l l
dW dW u udu du

AE dX AE dx AE dx
dX dX dx dx l l


     

 
1 2( )

AE
u u

l
  

2
3 22 2 2 1

10 0 0 0

ˆ ˆ 1 1
( )( ) ( )( )

L l l l
u udW dW u udu du

AE dX AE dx AE dx AE dx
dX dX dx dx l l l l


      

 
1 2 2 3[( ) ( )]

AE
u u u u

l
     

 

2
3 3 3 2

10 0 0

ˆ ˆ 1
0 ( )( )

L l l
dW dW u udu du

AE dX AE dx AE dx
dX dX dx dx l l


    

 
3 2( )

AE
u u

l
  

 تشم اٍل سوت ساست هؼبدلِ ػجبست است اص:

2
0

1 1 0 0

10 0 0

( ) ( ) (1 ) 0
2

L l l
q lx

W X q X dX W q dx q dx
l

       

2
0 0

2 2 0 0 0

10 0 0 0

( ) ( ) ( ) (1 )
2 2

L l l l
q l q lx x

W X q X dX W q dx q dx q dx
l l

         

2
0

3 3 0 0

10 0 0

( ) ( ) 0 ( )
2

L l l
q lx

W X q X dX W q dx q dx
l

      

 تشم دٍم سوت ساست هؼبدلِ ًیض ػجبست است اص:
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2
(1)

1 0 1 0 0

1 0

ˆ ˆ
[ ( ) ] [ ( ) ] (1 ) 0

l

L ldu du x
W X AE W X AE P P

dX dX l

 
      

 
 

 تَرِ: اًذیس ثبلایی دس هَسد ًیشٍّب ضوبسُ الوبى ٍ اًذیس پبییٌی اثتذا یب اًتْبی الوبى سا هطخع هی کٌذ. 

2
(1) (2)

2 0 2 0 0

1 0 0

ˆ ˆ
[ ( ) ] [ ( ) ] ( ) (1 )

l l

L l

l

du du x x
W X AE W x AE P P P P

dX dx l l

   
        

   


 

2
(2)

3 0 3 0

1 0

ˆ ˆ
[ ( ) ] [ ( ) ] 0 ( )

l

L l

l

du du x
W X AE W x AE P P

dX dx l

 
    

 


 

 حبل هی تَاى هؼبدلات سیستن سا ثِ فشم هبتشیس صیش ثیبى کشد:

(1)

1 0 0

(1) (2)

2 0 0 0

(2)

3 0

0 1

0 0 2

0 3

1 1 0 / 2

1 1 1 1 / 2 / 2

0 1 1 / 2

/ 2

/ 2 / 2

/ 2

l

l

u q l P
AE

u q l q l P P
l

u q l P

q l F

q l q l F

q l F

       
     

            
             

   
   

     
   
   

 

 ثبلا هی تَاى ثِ ًتبیذ صیش سسیذ: تتن هؼبدلاثب دس ًظش گشفتي سیس

تن هی تَاًٌذ ثِ ساحتی ثب ربیگزاسی هٌبست هؼبدلات الوبى ّب دس یک سیستن هبتشیسی هؼبدلات سیس .1

 ثذست ثیبیٌذ. 

       چَى ّش الوبى هیلِ ای سا هی تَاى هؼبدل ثب یک فٌش ثِ سختی       دس ًظش گشفت، هص ثٌذی .2

ل       الوبى ّبی هیلِ سا هی تَاى ثِ غَست هزوَػِ ای اص فٌش ّب دیذ کِ دس ًمبط گشُ ای ثِ یکذیگش هتػ

ٍ چَى تغییش هکبى ایي فٌش ّب دس ًمبط اتػبلی ثب ّن ثشاثش است، اتػبل ثِ غَست هَاصی ثَدُ ٍ  ضذُ اًذ

       دس آى گشُ ثیبى هی ضَد.سختی هؼبدل دس یک گشُ ثِ غَست هزوَع سختی ّبی دٍ الوبى هزبٍس 

  (دس هخبل لجل هطبّذُ ًوَد. 2ایي هَضَع سا هی تَاى ثِ ساحتی دس گشُ  )
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اٍلیي رولِ دس سوت ساست ًیشٍّبی هؼبدل گشُ ای سا ثیبى هی کٌذ ٍ هطبّذُ هی ضَد کِ دس ًمبط  .3

 دٍ الوبى هزبٍس ثب ّن روغ هی ضَد. یاتػبلی ایي همذاس ثشا

ساست ًیض ًیشٍی هحَسی خبلع دس همغغ سا ثیبى هی داسد کِ ضبهل ّش ًیشٍی  دٍهیي رولِ اص سوت .4

هتوشکض خبسری اػوبلی      دس همغغ ٍ ّوچٌیي ًیشٍّبی ػکس الؼول داخلی است کِ دس ًوَداس رسن 

آصاد یک الوبى تٌْب هوکي است دیذُ ضًَذ. اگشچِ ثبیذ تَرِ داضتِ ثبضین کِ ٍلتی کِ هب ػول اسوجل 

ای سسیذى ثِ هؼبدلات کل سیستن اًزبم هی دّین ًیشٍّبی ػکس الؼول داخلی ّوذیگش سا کشدى سا ثش

 خٌخی کشدُ )ثش عجك لبًَى دٍم ًیَتي( ٍ ًیشٍّبی خبسری اػوبلی ثش سٍی گشُ ّب ثبلی هی هبًٌذ. 

بصُ اص سیستن تؼبدل ًیشٍّب دس گشُ ّب سا ثیبى هی کٌذ. ثٌبثشایي ثب تَرِ ثِ ایٌکِ سّش کذام اص هؼبدلات  .5

هزوَػِ ای اص الوبى ّب کِ دس ًمبط گشُ ای ثِ ّن هتػل ضذُ اًذ سبختِ ضذُ هب هؼبدلِ دیفشاًسل 

تؼبدل هحیظ پیَستِ سا ثب هؼبدلات رجشی تؼبدل کِ تٌْب دس گشُ ّب ثِ کبس هی سًٍذ، ربیگضیي ًوَدین. 

ّب ّن اسضب هی ضًَذ؟ دس  حبل ایي سَال هْن پیص هی آیذ کِ آیب هؼبدلات تؼبدل دس ًمبط داخلی الوبى

حبلت کلی هی تَاى ًطبى داد کِ دس یک ارضا هحذٍد کلی ًوی تَاى اسضبی هؼبدلات تؼبدل دس داخل 

 ًمبط داخلی الوبى ّب سا گبساًتی کشد.

ٍس هی ضَین کِ فشم ضؼیف تٌْب هؼبدل هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ ٍ ّوچٌیي ضشایظ ثبص ّن یبدآ .6

ضؼیف ثذست آهذًذ تب  مبثشایي هؼبدلات ارضا هحذٍد اسائِ ضذُ دس لجل کِ اص فشهشصی عجیؼی است. ثٌ

صهبًیکِ ضشایظ هشصی ضشٍسی سا ًذاضتِ ثبضین لبثل حل ًخَاٌّذ ثَد. هٌظَس اص ضشایظ هشصی ضشٍسی دس 

 ایٌزب ّن ّوبى همبدیش هؼلَم ثشای ربثِ ربیی است.
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 بدُ اس شکل ثبقیوبًذُ  ٍسًیثب استف خلاصِ اي اس رٍش اجشا هحذٍد  3-2-8  

 دّذ. هشاحل صیش پشٍسِ لاصم رْت اًزبم فشهَلاسیَى یک هسئلِ دس سٍش ارضاء هحذٍد سا ًطبى هی

 ضکل ثبلیوبًذُ ٍصًی هسبلِ سا هی ًَیسین. .1

ثِ کوک اًتگشال گیشی رض ثِ رض فشم ضؼیف هؼبدلِ حبکن ثش هسبلِ سا ثذست هی آٍسین. اًتگشال گیشی  .2

ثِ تؼذاد دفؼبت هٌبست اًزبم ضَد تب ربیی کِ هطتمبت ثِ عَس هٌبسجی ثیي هتغیش هیذاًی رض ثِ رض ثبیذ 

ٍ تَاثغ ٍصًی تمسین ضًَذ. ضکل ضؼیف دس ٍالغ ّوبى هؼبدلِ  دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ ٍ ضشایظ هشصی 

 عجیؼی سا دس ثش داسد. 

 هی ًَیسین. ام   الوبى ضکل ضؼیف سا ثِ غَست یک هزوَع ثشای  .3

 ى هحذٍد سا تؼشیف هی کٌین. ) ٌّذسِ الوبى ّب، گشُ ّب ٍ دسربت آصادی(الوب .4

 تَاثغ ضکل یب دسٍى یبثی سا ثذست آٍسدُ ٍ اص سٍی آى ّب تَاثغ ٍصًی سا ًیض ثذست هی آٍسین. .5

 هؼبدلات سغح الوبى سا ثِ ٍسیلِ ربیگضیٌی همبدیش گبم لجل دس فشم ضؼیف ثذست هی آٍسین.  .6

       دلات سیستن سا اص سٍی اسوجل کشدى هؼبدلات سغح الوبى ثذستثشای یک هص ثٌذی خبظ هؼب .7

 هی آٍسین.

 ضشایظ هشصی هسبلِ سا اػوبل کشدُ ٍ هزَْلات هسبلِ سا هحبسجِ هی کٌین. .8
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 کزدى یک فبًکشٌبل)اکستزهن(  1رٍش حل ریبضی هعبدلات ثز اسبس پبیب  3-3

اص سٍش گبلشکیي ٍ فشم ضؼیف سٍش ثبلیوبًذُ  هؼبدلات دیفشاًسیل ثب استفبدُسیبضی دس ثخص لجل دس هَسد حل 

ٍصًی ثحج ضذ. ثحج هب هغبثك هؼوَل ثب هطخع کشدى یک هؼبدلِ دیفشاًسیل ٍ ضشایظ هشصی آى ضشٍع هی 

ضذ. اگشچِ آغبص کشدى فشهَل ثٌذی سٍش ارضا هحذٍد اص هؼبدلِ دیفشاًسیل کبهلا ػوَهی است، دس ثسیبسی اص 

ثشای هذت صیبدی است کِ سٍش  پبیب کشدى یک تبثغ فبًکطٌبل ثذست هی آیذ.هَالغ ایي هؼبدلِ دیفشاًسیل اص 

ّبی اًشطی، ثِ غَست یک ضیَُ سایذ ثشای حل اکخش هسبئل دس هکبًیک سبصُ ثِ کبس هی سٍد ٍ هٌبست خَاّذ ثَد 

ارضا  کِ اغل اًشطی پتبًسیل کل پبیب ثشای فشهَل ثٌذی هؼبدلات دیفشاًسیل حبکن ثِ کبس ثشدُ ضَد. هؼبدلات

هحذٍد ثب ضشٍع اص اغل حبکن ثش پبیب ضذى یک فبًکطٌبل گستشش یبفتِ اًذ، کِ کبسثشد صیبدی دس هسبئل هکبًیک 

 سبصُ، اًتمبل حشاست، هکبًیک سیبلات ٍ ... داسد.

لاصم ثِ رکش است کِ هؼبدلات ارضا هحذٍد ثِ عَس سیستوبتیک ثِ سبدگی هی تَاًٌذ اص ضکل هؼبدلِ دیفشاًسیل 

فبًکطٌبل ثذست ثیبیٌذ. ثب داضتي فشم فبًکطٌبل ّوَاسُ هی تَاى هؼبدلِ دیفشاًسیل هؼبدل سا ثذست آٍسد یب فشم 

ٍلی ثؼضی اص هؼبدلات دیفشاًسیل داسای فشم فبًکطٌبل هؼبدل ًیستٌذ ٍ یب فشم فبًکطٌبل هغبثك ثب آى ّب داسای 

هؼشفی سٍش ارضا هحذٍد ثِ کبس ثشدُ هی هفَْم فیضیکی خبغی ًیست. اگشچِ ثِ عَس سٌتی فشم فبًکطٌبل ثشای 

 ضَد، ثبیذ تَرِ ضَد کِ خَد سٍش ارضا هحذٍد ًیبصهٌذ ٍرَد یک فبًکطٌبل ًیست. 

تبثغ فبًکطٌبل دس هسبئل هکبًیک سبصُ ّب ّوبى تبثغ پتبًسیل کل هی ثبضذ. ثش اسبس لضیِ هیٌیون اًشطی 

بى لبثل حػَل دس ًضدیکی تؼبدل، تبثؼی کِ اًشطی پتبًسیل ًتیزِ گشفتین کِ اص هیبى توبم تبثغ ّبی تغییشهک

پتبًسیل کل سا پبیب هی سبصد تبثغ رَاة هی ثبضذ، کِ ایي ضشط هؼبدل ضشط تؼبدل دس سیستن هی ثبضذ. ًطبى 

دادین کِ پبیب ًوَدى تبثغ فبًکطٌبل )اًشطی پتبًسیل کل( ّوسبى ثب هؼبدلِ سیبضی حبکن ثش سیستن تحت ضشایظ 

  هشصی اى هی ثبضذ.

یبفتي رَاة تمشیجی ثشای هسبئل هیٌیون کشدى یک فبًکطٌبل ثحج خَاّین کشد. لضیِ دس اداهِ ًیض ثش سٍی 

اًشطی پتبًسیل هیٌیون یب ّوبى پبیب ضذى پتبًسیل کل کِ اص لضبیبی هؼشٍف دس هکبًیک سبصُ است هغشح هی 

شفتِ هی ضَد. هب دس گیي لبػذُ ثِ کبس دس استجبط ثب پیذا کشدى رَاة تمشیجی ثشای ا 2سیتض-گشدد ٍ لضیِ سایلی

اثتذا اص یک تبثغ اهتحبًی یکتب کِ دس سشتبسش للوشٍ حل هؼتجش است استفبدُ هی کٌین ٍ سپس تَاثغ اهتحبًی تکِ 

                                                           
1
 Stationary 

2
 Rayliegh-Ritz 
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ای پیَستِ سا ثشای یک فبًکطٌبل دادُ ضذُ ثِ کبس هی گیشین،کِ هٌزش ثِ فشهَل ثٌذی سٍش ارضا هحذٍد هی 

 گشدد.

 َاة تقزیجی ثب استفبدُ اس رٍش اًزصيرٍش یبفتي ج 3-3-1

 دس فػل دٍم فشم کلی اًشطی پتبًسیل ثشای یک رسن الاستیک خغی سا ثِ غَست صیش ًطبى دادین:

    1

( )

( , , )

T

Bx By Bz Tx Ty Tz

V V S

U W

U Strain Energy

W P Potential Energy of the Applied Loads body forces and surface traction

u v w dV F u F v F w dV F u F v F w dS



 

 



  

        

 

اًشطی پتبًسیل ًبضی اص ثبسّبی اػوبلی خبسری )ًیشٍّبی رشهی ٍ ًیشٍ ّبی   Wاًشطی کشًطی ٍ Uکِ دس آى 

اًشطی کشًطی دس  χ (u,v,w)سغحی است کِ ًیشٍّبی سغحی سٍی آى تؼشیف ضذُ اًذ.  ST ثبضذ. سغحی( هی

ٍاحذ حزن است )چگبلی اًشطی کشًطی(. دٍ اًتگشال آخشی، کبس اًزبم ضذُ تَسظ ًیشٍّبی خبسری کِ ضبهل 

, یشهرًیشٍّبی  ,Bx By BzF F Fًیشٍّبی سغحی ٍ , ,Tx Ty TzF F F یبى هی کٌٌذ. ػلاهت ثبس ًیض ًطبى است، سا ث

 دٌّذُ هطخع ثَدى همبدیش پبساهتشّب است.

 تَاى ثش حست سٍاثظ اسائِ ضذُ ثػَست صیش ًَضت: اًشطی کشًطی سا هی

3-11

           

            
1

1

1
( , , ) [ ] [ ]

2

1
[ ] 2

2

T T T

T T T

B T

V S

u v w d C d C

C U F dV U F dS

      

  

  

  

 

  

 کِ در آى:

   

   

   

T

T

B Bx By Bz

T

T Tx Ty Tz

U u v w

F F F F

F F F F






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اثغ آصهبیطی هی ثبضذ، سپس َاستفبدُ اص حذس تهبًٌذ سٍش لجلی )ثبلیوبًذُ ٍصًی( ضشٍع حل ثب دس سٍش اًشطی 

( سؼی دس یبفتي ضشایت π اثغ آصهبیطی دس فشم اًشطی پتبًسیل کل سیستن )تبثغ فبًکطٌبلَثب ربیگزاسی ت

دس فػل دٍم تَضیح دادُ ضذ کِ ثش اسبس لضیِ هیٌیون اًشطی پتبًسیل، اثغ خَاّین داضت. َهزَْل آى ت

هؼبدل ثب پبئیٌتشیي سغح اًشطی یک سیستن هکبًیکی کشدى(  بیپب)یل کل ٍاسیبسیَى اٍل تبثغ اًشطی پتبًس

 گشدد.  ثبضذ ٍ هٌزش ثِ یبفتي هؼبدلِ تؼبدل ٍ ضشایظ هشصی هشثَعِ هی هی

 ریتش-رٍش رایلی 3-3-1-1

یکی اص  سیتض سا ثشای هحبسجِ رَاة تمشیجی ثش اسبس لضیِ اًشطی پتبًسیل ثِ کبس هی گیشین.-اکٌَى سٍش سایلی

دس فػل لجل ًطبى دادین کِ دس ٍایبسیًَْبی سیتض  هی ثبضذ. -شایت تغییش هکبى سٍش سایلیسٍش ّبی یبفتي ض

گشدد )ٍاسیبسیَى اٍل یب لبًَى اًشطی پتبًسیل تغییشهکبى ّبی کَچک اًشطی پتبًسیل کل ثبیذ پبیب  ثشای هتفبٍت

ضشایتٍاسیبسیَى دس هیذاى تغییشهکبى ثب تغییشات کَچک دس سیتض -سٍش سایلیدس (. 1پبیب
iC .دس  سخ هی دّذ

 ضبهل هشاحل صیش است: ایي سٍشًتیزِ 

 هی تَاًذ ثِ غَست صیش ثیبى ضَد: ىایي هیذا فشؼ یک هیذاى ربثِ ربیی.: 1گبم 

 

3-12 

 کِ دس آى:

iNتبثغ ضکل 

iCبى ّستٌذ.ّب ضشایت هزَْل تبثغ تغییشهک 

 هسبلِ سا اسضب ًوبیذ.  ضزٍريهیذاى ربثِ ربیی فشؼ ضذُ دس ثبلا ثبیذ ضشایظ 

ثشای سیستن هَسد ًظش، پتبًسیل کل ثش اسبس هیذاى ربثِ ربیی فشؼ ضذُ  پتبًسیل کل. اًشطی هحبسجِ: 2گبم 

 دس گبم لجل هحبسجِ هی ضَد. 

                                                           
1
 Principle of Stationary Total Potential (PSTP) 

1

( )
n

i i

i

x C N



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پتبًسیل کل ثش اسبس هیذاى ربثِ ربیی اًشطی ، ثشای سیستن هَسد ًظش تٌظین ٍ حل سیستن هؼبدلات.: 3گبم 

فشؼ ضذُ دس گبم لجل هحبسجِ هی ضَد. ثب دس ًظش گشفتي تغییشهکبى ّبی کَچک اًشطی پتبًسیل کل ثبیذ پبیب 

دس هغبلؼِ هب ٍاسیبسیَى دس هیذاى تغییشهکبى ثب تغییشات (. 1گشدد )ٍاسیبسیَى اٍل یب لبًَى اًشطی پتبًسیل پبیب

کَچک دس ضشایت
iC :سخ هی دّذ، دس ًتیزِ داسین 

0 1,2,...,T

i

i n
C


 


 

3-13 

 ساثغِ ثبلا دس ٍالغ ضشایت ًبهؼیي سا تؼییي هی کٌذ.

+ اًشطی کشًطی داخلی دس سبصُ Vپتبًسیل ًیشٍّبی خبسری
T U  

 ا ثیبى کٌذ داسین:تغیشهکبى کلی س اگش

0Td

d




 

3-14
 

ثٌبثشایي ثشای یک سبصُ ثب چٌذیي دسرِ آصادی
1 2 3( , , ,..., )n    :ًیض داسین 

0 1,2,...,T

i

d
i n

d


  

3-15 

 

 

 

 

                                                           
1
 Principle of Stationary Total Potential (PSTP) 
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بی سوت صیش سا کِ دس اًتْبی سوت چپ خَد داسای تکیِ گبُ است ٍ دس اًتْهیلِ تحت ثبس یکٌَاخت  17-3هثبل

 ساست ًیض آصاد است سا دس ًظش ثگیشیذ.

 

 

 

 هیلِ تحت ثبس یکٌَاخت 18-3ضکل 

 هؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ ػجبست است اص:

2

2
0

d u
AE q

dx
  

 ضشایظ هشصی ًیض ػجبستٌذ اص:

(0) 0

0
x L

u

du

dx 




 

سیتض ثِ حل -اکٌَى هی خَاّین اص سٍش سایلی هب دس لسوت ّبی لجلی اص سٍش گبلشکیي هسبلِ سا حل ًوَدین،

 هسبلِ ثپشداصین.

)ثشای تغییشهکبى کلی ثِ ضکل )u x :داسین 

2اًشطی کشًطی رخیشُ ضذُ دس هیلِ: 

0

1
( )

2

L
du

U AE dx
dx

 
  

 
 

0پتبًسیل ًیشٍّبی خبسری: 

0

( )

L

LP q udx P u L   

ثِ ػلت ًیشٍی هتوشکض خبسری دس سوت ساست هیلِ است کِ دس حبلت کلی تشم دٍم دس ػجبست پتبًسیل خبسری، 

 هی تَاًذ ٍرَد داضتِ ثبضذ کِ دس هسبلِ هب ثشاثش غفش است )اػوبل ضشط هشصی ًیشٍیی( ٍ داسین:

𝑞0 

𝑥 

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙 
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0

0

L

P q udx 
 

ٍ سجت هیٌیون ضذى تبثغ      پس ثبیذ ثِ دًجبل تبثغ        ثبضین کِ ضشایظ هشصی ضشٍسی سا اسضب ًوبیذ          

 پتبًسیل صیش هی ضَد:

2

0

0

1
( )

2

L

T

du
AE q u dx

dx

 
   

 
 

ثبیذ تَرِ ضَد کِ ضشط هشصی عجیؼی                  دس داخل تبثغ پتبًسیل ثبلا دس ًظش گشفتِ ضذُ است ٍ تٌْب 

گی ثشای تبثغ )تٌْب ثبیذ اسضب ضذى ضشط هشصی ضشٍسی هذ ًظش ثبضذ. ٍ ایي هَضَع سجت گشدیذ تب ضشایظ پیَست

سیتض -یک ثبس هطتك پزیش ثَدى( دس همبیسِ ثب فشم هؼبدلِ دیفشاًسیل کبّص یبثذ. اکٌَى ثب استفبدُ اص سٍش سایلی

 هسبلِ سا حل هی کٌین.

 : یک هیذاى ثشای تغییشهکبى ثِ غَست صیش فشؼ هی کٌین:1لذم

2

0 1 2( )u x c c x c x  

 

 وبل هی کٌین:حبل ضشط هشصی ضشٍسی سا سٍی آى اػ

2

1 2(0) 0 ( )u u x c x c x    

 : تبثغ پتبًسیل کل سا هحبسجِ هی کٌین:2لذم 

2

0

0

1
( )

2

L

T

du
AE q u dx

dx

 
   

 


 

2 2

1 2 0 1 2

0

2 2 3
2 22 1 2

1 1 2 0 03

1
( 2 ) ( )

2

4
[ 2 ]

2 3 2 3

L

T AE c c x q c x c x dx

c c L c LAE
c L c c L q q

L

 
     

 

    


 

 : تٌظین ٍ حل سیستن هؼبدلات. ثب استفبدُ اص اغل اًشطی پتبًسیل داسین:3گبم 

0 1,2T

i

i
c


 


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2
2 0

1 2

1

33
2 02

1

2

0 [2 2 ] 0
2 2

8
0 [ 2 ] 0

2 3 3

T

T

q LAE
c L c L

c

q Lc LAE
c L

c


     




     


 

 ثب حل هؼبدلات ضشایت ًبهؼیي          ثِ غَست صیش هحبسجِ هی ضًَذ:

0 0
1 2,

2

q L q
c c

AE AE
   

 پس تبثغ رَاة ثِ غَست صیش دس خَاّذ آهذ:

20( ) (2 )
2

q
u x Lx x

AE
 

 

) تبثغ تغییش ضکل تیش دٍ سش سبدُ تحت ثبس گستشدُ یکٌَاخت ثزاي 18-3هثبل )v xسا پیذا کٌیذ. 

 

 

 

 

 

 

 

 تیش دٍ سش سبدُ تحت ثبس گستشدُ یکٌَاخت 19-3ضکل 

 اًشطی کشًطی رخیشُ ضذُ دس تیش:

2
2

2

0

1

2

L
d v

U EI dx
dx

  
   
   


 

 

 

𝑞0 

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙 

𝑥 
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 پتبًسیل ًیشٍّبی خبسری:

0

0

L

P q vdx 
 

 پس پتبًسیل کل ثِ غَست صیش دس هی آیذ:

2
2

02

0

1

2

L

T

d v
EI q v dx

dx

  
    
   


 

 اى تغییشهکبى ثِ غَست صیش فشؼ هی ضَد:: هیذ1لذم

1( ) sin( )
x

u x c
L




 

ایي تبثغ ضشایظ هشصی ضشٍسی سا ًیض هی کٌذ.
 

 (0) ( ) 0u u L  

 : تبثغ پتبًسیل کل ػجبست است اص:2لذم

2
2

1 0 1

0

4
2 0

1 13

sin( ) sin( )
2

2

4

L

T

EI x x
c q c dx

L L L

q LEI
c c

L

  





              

 



 

 سیل داسین:: تٌظین ٍ حل سیستن هؼبدلات. ثب استفبدُ اص اغل اًشطی پتب3ًلذم 

1

0T

c





 

4

0
13

2
0

2

q LEI
c

L




  

 ثب حل هؼبدلِ ثبلا ضشیت ًبهؼیي      ثِ غَست صیش هحبسجِ هی ضَد:

4

0
1 0.01307

q L
c

EI
 
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 ثٌبثشایي تبثغ رَاة ثِ ضکل صیش است:

4

0( ) 0.01307 sin( )
q L x

u x
EI L




 

آهذُ اص سٍش گبلشکیي کِ لجلا هحبسجِ ضذ یکی است. دس سٍش  هطبّذُ هی ضَد کِ رَاة ثبلا ثب رَاة ثذست

گبلشکیي ثیبى ثبلیوبًذُ ٍصًی اغلی تٌْب هؼبدل ثب هؼبدلِ دیفشاًسیل است ٍ ثٌبثشایي ًیبص است تب تبثغ اهتحبًی 

هی ثش هجٌبی یک فبًکطٌبل کبس  (سیتض-سایلی) اًشطی توبم ضشایظ هشصی ضشٍسی ٍ عجیؼی سا اسضب ًوبیذ. اهب سٍش

کٌذ کِ دس غَست ٍرَد ًیشٍّبی خبسری احش آى ّب دس داخل تشم پتبًسیل ًیشٍّبی خبسری ایي فبًکطٌبل دیذُ 

هی ضَد ٍ تٌْب دس ایي سٍش ثبیذ اسضبی ضشایظ هشصی ضشٍسی سا دس ًظش گشفت. دس حبلت کلی اگش ّش دٍ ثیبى 

سیتض ًتبیذ -گبُ سٍش گبلشکیي ٍ سٍش سایلیهؼبدلِ دیفشاًسیل ٍ فشم فبًکطٌبل ثشای یک هسبلِ هَرَد ثبضٌذ، آً

یکسبًی سا ًتیزِ خَاٌّذ داد ّشگبُ هسبلِ تٌْب داسای ضشایظ هشصی ضشٍسی ثبضذ ٍ تَاثغ ضکل یکسبًی ًیض 

 استفبدُ ضذُ ثبضٌذ. 

 رٍش اجشا هحذٍد-تَاثع اهتحبًی تکِ اي پیَستِ 3-3-2

حل هؼتجش ثَد استفبدُ کشدین. ٌّگبهیکِ هبّیت سٍش  تب ایٌزب هب تٌْب اص یک تبثغ پیَستِ کِ دس سشتبسش للوشٍ

سا دس ًظش هی گیشین، هطبّذُ هی کٌین کِ فشؼ یک تبثغ اهتحبًی ٍ تلاش ثشای  (سیتض-سایلی)اًشطی پتبًسیل

است کِ لجلا ًیض دس  ثشاصش هٌحٌیًضدیک کشدى ایي تبثغ تب حذ اهکبى ثِ رَاة ٍالؼی دس ٍالغ ّوبى فشایٌذ 

ثِ سبدگی هطخع است کِ فشایٌذ ثشاصش هٌحٌی ثب افضایص تؼذاد لغؼِ ّب )پبسُ خظ ّب(  هَسد آى ثحج ضذ.

دلیك تش هی گشدد؛ هب ًیض اص ایي خبغیت استفبدُ کشدُ ٍ ثب تؼشیف تَاثغ تکِ ای پیَستِ کِ دس سشتبسش للوشٍ 

سٍی تکٌیکی کِ هٌزش ثِ  حل اػتجبس داسًذ، ثِ ربی یک تبثغ تٌْب، اص ایي هضیت استفبدُ هی کٌین. اکٌَى هب ثش

فشهَل ثٌذی هؼبدلات ارضا هحذٍد اص سٍی اغل ٍاسیبسیَى هی گشدد، ثحج هی کٌین. یبدآٍسی هی ضَد کِ ثشای 

)هحبسجِ اًشطی پتبًسیل کل )T  ثبیذ ثش سٍی کل ًبحیِ حل اًتگشال هی گشفتین. حبل کِ اص تَاثغ تکِ ای

هی تَاًین ایي اًتگشال سا ثش سٍی ّش صیشًبحیِ هحبسجِ ًوبیین ٍ ثب روغ صدى دس ٍالغ پیَستِ استفبدُ کشدین 

 هحبسجبت سا سٍی کل للوشٍ حل گستشش دّین.

لجل ثشسسی ضذ سا دس ًظش هی گیشین ٍ دس  لسوتاکٌَى ثشای تطشیح ثْتش هَضَع، هسبلِ هیلِ یک ثؼذی کِ دس 

 اًتْب ثِ ّوبى ًتبیذ هی سسین.
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 ل ثٌذي الوبى هیلِ اي ثز هجٌبي پبیب شذى یک فبًکشٌبل فزهَ 3-3-2-1

دس ّش گشُ سا هغبثك ثب ضکل صیش دس  uیک الوبى هیلِ ای هؼوَل دٍ گشُ ای ثب دسرِ آصادی تغییشهکبى هحَسی

 ًظش هی گیشین:

 

 

 

 

 ای ثٌذی الوبى هیلِ فشهَل 22-3ضکل  

 لجل ثِ غَست صیش تؼشیف هی کٌین:تبثغ دسٍى یبثی سا هبًٌذ فػل 

1 2( ) 1
x x

u x u u
l l

   
     
    

 اًشطی کشًطی رخیشُ ضذُ دس داخل الوبى ػجبست است اص:

22

2 1

0
2 2

l

e u uAE du AE
U dx

dx l

    
     

     
 

دس حبلتیکِ ًیشٍّبی گستشدُ ٍ ًیشٍّبی هتوشکض خبسری ثش هیلِ احش کٌٌذ ًیض پتبًسیل ًیشٍّبی خبسری دس الوبى 

 ثشاثش است ثب:

0 1 1 2 2

0

L

eP q udx Fu F u   
 

 دس ایي هسبلِ ًیض کِ ثبس گستشدُ حبثت است داسین:

0
1 2 1 1 2 2( )

2

e q l
P u u Fu F u    

 

 پتبًسیل کل دس داخل الوبى ًیض ػجبست است اص:

𝑢1 

𝑥 = 0 
𝑥 = 𝑙 

𝑢2 

𝐹1 𝐹2 

𝑥 
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2

02 1
1 2 1 1 2 2( )

2 2

e e e

T

q lu uAE
U P u u Fu F u

l

 
        

  

3-16 

 ثشای سسیذى ثِ پتبًسیل کل سبصُ ثبیذ هزوَع پتبًسیل کل سا ثشای ّش الوبى هحبسجِ ًوبیین.

1

n
e

T T

i

  
 

3-17 

 ثب استفبدُ اص اغل پبیب ضذى اًشطی پتبًسیل کل ٍ ثب فشؼ تغییشات کَچک تغییشهکبى داسین:

0 1,2,...,T

i

i n
u


 


 

3-18 

هؼبدلات رجشی خغی ثش حست دسربت آصادی گشُ ای ثذست هی ، 16-3دس ساثغِ پس اص ثکبسگیشی ساثغِ ثبلا 

ّب سا دس فشم  آیٌذ، کِ هی تَاى آى   [ ]k F  .سْن ّش الوبى دس ایي سیستن هؼبدلات کلی ثب  ثیبى کشد

 تشتیت داسین: یذ. ثذیي ثذست هیأ 15-3ثشای اًشطی پتبًسیل یک الوبى یؼٌی هؼبدلِ  17-3استفبدُ اص ساثغِ 

01 2
1

1

02 1
2

2

0 ( )
2

0 ( )
2

T

e

T

e

q lu uAE
F

u l l

q lu uAE
F

u l l

 
   



 
   


 

 ی آیٌذ:دس فشم هبتشیسی هؼبدلات ثِ غَست صیش دس ه

01 1

02 2

/ 21 1

/ 21 1

q lu FAE

q lu Fl

      
       

       

هلاحظِ هی ضَد کِ ایي ّوبى ًتیزِ ثذست آهذُ اص فشم ضؼیف سٍش ثبلیوبًذُ ٍصًی است کِ اص یک هؼبدلِ 

کی است( فشایٌذ دس آى رب ی 0Pثب  1Fدیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ ضشٍع هی ضذ. ) تَرِ ضَد کِ ػلاهت هخجت 

 اسوجل کشدى الوبى ّب ًیض دلیمب ثِ ّوبى غَستی است کِ لجلا رکش ضذ.
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 رٍش کلی ثزاي تحلیل اجشا هحذٍد 3-4

 :ثبضذ ثِ غَست صیش هی سٍش کلی ثشای تحلیل ارضا هحذٍد

  1گبم 

 ِاًتگشال گیشی فشم ثبلیوبًذُ ضؼیف سا هی ًَیسین. ثب ثِ کبسگیشی  ،ثب استفبدُ اص هؼبدلِ دیفشاًسیل هسبل

رض ثِ رض ثِ تؼذاد کبفی فشم ضؼیف هؼبدلِ دیفشاًسیل سا ثذست هی آٍسین. فشم ضؼیف سا ثشای هزوَع 

n .الوبى ثبصًَیسی هی کٌین 

 ٍ یب:

  سا ثشای هزوَع  فبًکطٌبلفشمn  هی ًَیسین.الوبى 

  2گبم 

  الوبى ّب سا تؼشیف هی کٌین ) ٌّذسِ، تؼذاد گشُ ٍ دسربت آصادی(ًَع 

 غ ضکل یب دسٍى یبثی سا ثذست هی آٍسین.تَاث 

  3گبم 

  هؼبدلات سغح الوبى سا ثِ ٍسیلِ ربیگضیٌی ایي تَاثغ ضکل دس داخل فشم ضؼیف یب ضکل فبًکطٌبل

 هسبلِ هحبسجِ هی کٌین.

  4گبم 

  ِللوشٍ حل هسبلِ سا ثِ الوبى ّبیی تمسین هی کٌین ٍ ثشای ایي هص ثٌذی هؼبدلات سیستن سا ثِ ٍسیل

 کشدى هؼبدلات سغح الوبى ثذست هی آٍسین.اسوجل 

 5گبم 

 .ضشایظ هشصی هؼلَم سا دس هؼبدلات ربیگضیي کشدُ ٍ ثِ هحبسجِ هزَْلات هی پشداصین 
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 هسبئل ًوًَِ

تحت ضشایظ هشصی صیش دادُ ضذُ هؼبدلِ پَاسَى حبکن ثش هسبئل اًتمبل حشاست دس یک ًبحیِ هشثغ  -1

 است:

2

0

0 1 1

0 0 0

k T c

T on sides x and y

T
insulated on sides x and y

n

  

  


  



 

 سا ثب استفبدُ اص تمشیت یک پبساهتشی دس سٍش گبلشکیي حل کٌیذ.ایي هسئلِ  الف(

 اص تبثغ حذس صیش استفبدُ ًوبئیذ: ساٌّوبئی:
2 2

1( , ) (1 )(1 )T x y c x y  

 
 ة( ایي هسئلِ سا ثب استفبدُ اص فشم ضؼیف ضذُ حل ًوبئیذ.

ٍ هخلخی ٍاحذ، س ًبحیِ هشثؼی ٍاحذ هسئلِ صیش سا دا ثب استفبدُ اص تمشیت یک پبساهتشی دس سٍش گبلشکیي  -2

 حل کٌیذ.

2 1

0

u on unit square

u on sides

 

 

 

 

 

 

 

اص تبثغ ثب استفبدُ ة( ٍ اص تبثغ تمشیجی هخلخبتی ثب استفبدُ الف( فمظ هسئلِ هشثغ سا ثِ ّشدٍ سٍش  

 ًوبئیذ. حل تمشیجی رجشی

 

 0,1  

𝑢 = 0 

𝑢 = 0 

𝑢 = 0 𝑢 = 0 

 0,0   1,0  

 1,1  

Ω 
𝑢 = 0 𝑢 = 0 

𝑢 = 0 

600 

600 

600 
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 فشم ضؼیف هسئلِ صیش سا یبفتِ ٍ سپس هسئلِ سا حل ًوبئیذ. -3

4-  

 

 

 

 

 ت ضشایظ هشصی صیش:تح

 

 

 

دس حبلت دائوی تَسظ  حبثتهؼبدلِ دیفشاًسیل حبکن ثش هسبلِ اًتمبل حشاست یک ثؼذی ثب یک هٌجغ حشاستی  -4

 ِ صیش ثیبى هی گشدد. لهؼبد

2

02
0

d T
K q

dX
 

 

ٌذ ٍ    دهب سا کِ دس آى    ضشیت ّذایت حشاستی هػبلح است ٍ فشؼ هب ثش ایي است کِ ثب دهب تغییش ًوی ک

 هطخع کشدُ ٍ    ًیض حشاست داخلی هٌجغ دس ٍاحذ حزن سا ثیبى هی کٌذ. 

 ( هؼبدلِ حبکن ثش هسبلِ سا ثذست آٍسیذ.weak formفشم ضؼیف ) -الف

 حبثت کٌیذ هؼبدلات سغح الوبى ثشای الوبى ًطبى دادُ ضذُ دس ضکل صیش ثِ غَست ریل است: -ة

 

  

 

𝐸𝐼
𝑑4𝑣

𝑑𝑥4
− 𝑞 = 0 

 

   𝑣 0 =   𝐸𝐼            &               ضروری   0
𝑑3𝑣

𝑑𝑥3
 𝐿 = 𝑃   طبیعی                                 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 0 = ٍ            &            ضروری   0 𝐸𝐼  

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
 𝐿 = 𝑀    طبیعی        𝐸𝐼 = 𝑐𝑡𝑒  

 

𝑃 

𝑀 

𝐿 

𝑞0 
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0

0

1

1 1 / 2
( )

1 1 / 2

k

k l

T QlK
q

T Qll 

       
       

      
 

کِ دس آى هبتشیس سوت چپ هبتشیس ّذایت الوبى ًبهیذُ هی ضَد ٍ اٍلیي ثشداس سوت ساست ضبس حشاستی 

هؼبدل گشُ ای سا ًطبى هی دّذ آخشیي ثشداس سوت ساست ًیض ضبس حشاستی خبلع دس گشُ ّب سا ًطبى هی دّذ    

 ) ضشایظ هشصی عجیؼی ثش سٍی آى اػوبل هی ضَد(. 

 تبثغ صیش اص سٍش اًشطی حل ًوبئیذ.ٍ ثب  حبثت q0تحت ثبس کستشدُ L ثِ عَل  ثشای تیش یکسش گیشداس -5

1( ) (1 cos( ))
2

x
v x c

L


  

 

 

 

𝑥 = 0 𝑥 = 𝑙 

𝑥 

Node    𝑘 

𝑇𝑘+1 

Node    𝑘 + 1 

Element 𝑘 
𝑇𝑘 


