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 مقذمٍ 6-1

تشاي هؼائلي کِ ٌّذػِ هٌحٌي یا ػغَح ػِ تؼذي داسًذ  (خویذُهٌحٌي )تا هشصّاي  يالواى ّا

اگشچِ کِ هي تَاى دس ٌّذػِ ّاي خویذُ اص الواى ّاي هثلثي اػتفادُ کشد ٍلي تایذ  هٌاػة ّؼتٌذ.

کِ لثِ ّاي الواى ّاي هثلثي تؼیاس کَچک اًذ ٍلي ها دس ایي حالت دس  تَخِ داؿت کِ دسػت اػت

ي اػتفادُ اص الواًْا تا هي کٌین. ایدادٍالغ خغاي تمشیة صدى هشصّاي هٌحٌي تا خغَط هؼتمین سا 

 ها دس ٍالغ تا هـکلات سیاضي ٍ ؿکل هؼالِ هَاخِ ًخَاّین تَد. هٌحٌي

 

 ی ياتستٍریة متغیرَاتق  6-2

هتغیشّا  ایي تَاتؼي کِ تٌا ًْادُ ؿذُ اػت. ي ٍاتؼتِحذٍد تش هثٌاي تمشیة صدى هتغیش ّاه سٍؽ اخضا

سا دس داخل ّش الواى تمشیة هي صًٌذ تِ كَست چٌذخولِ اي اًتخاب هي ؿًَذ. هشتثِ ایي چٌذخولِ 

اي ّا تِ ساحتي هي تَاًذ صیاد ؿَد ٍ ّوچٌیي تؼذاد خولِ ّاي چٌذخولِ اي ًیض ؿکل هذل 

تشاي اًتخاب چٌذخولِ اي ّا تایذ تَخِ داؿت کِ تؼذاد کل هختلِ  اى سا هؼیي هي ػاصد.تغییشهک

هدَْل تاتغ( تشاي یک الواى تایذ تشاتش تا تؼذاد دسخات آصادي الواى  ْايّاي تؼوین یافتِ )ضشایة ثاتت

 کوتشیي همذاس دسخات آصادي تشاي یک هؼالِ هـخق تِ ٍػیلِ هؼیاسّاي کاهل تَدى تشاي تاؿذ.

ٍ ّوچٌیي ؿشایظ ّوؼاًي ٌّذػي ٍ ًیاصهٌذي یک تیاى کاهل اص خولات دس تاتغ اًشطي ّوگشایي 

 پتاًؼیل تؼییي هي گشدد.

هي تَاًٌذ تا اضافِ کشدى گشُ ّاي خاسخي ثاًَیِ یا تا  ،دسخات آصادي اضافِ تش کوتشیي همذاس لاصم

استثاط تیي  اٍلیِ تؼشیف ؿًَذ.تؼشیف دسخات آصادي ؿاهل هـتمات تالاتش تغییشهکاى دس گشُ ّاي 

دسخات آصادي الواى ٍ هذل تغییشهکاى اًتخاب ؿذُ دس فلَل لثل هَسد تحث ٍالغ ؿذُ اػت. دس آى 

ضشایة  یافتيحل هؼادلات تشاي دیگشي هؼکَع کشدى هاتشیغ تثذیل ٍ  کِ یکيدٍ سٍؽ هتفاٍت  خا

دس ٍالغ ها تغییشهکاى یاى ؿذ. ت تَد، تش حؼة دسخات آصاديتغییشهکاى چٌذخولِ اي هدَْل تاتغ 

 دسداخل ّش ًمغِ اص الواى سا تش حؼة دسخات آصادي تؼشیف ؿذُ دس گشُ ّاي الواى تیاى ًوَدین.

هذل تغییشهکاى هختلِ ّاي تؼوین یافتِ کِ دس تخؾ ّاي لثل هَسد تشسػي لشاس گشفت یک ؿکل 

یک تیاى خایگضیي اص هیذاى اػت. تشاي سٍؽ اخضا هحذٍد  خْت تؼییي تغییش هکاى اتتذایي اص هذل ّا

ّاي تغییشهکاى چٌذ خولِ اي ًیض ٍخَد داسد کِ فشهَل تٌذي هؼادلات پایِ تشاي الواى ّا سا ساحت تش 

 ایي تخؾ تِ هؼشفي سٍؽ خذیذ خْت یافتي تغییشهکاى الواى هي پشداصد. هي ػاصد.
 

  )یا متغیرَای مستقل( ریة َىذسٍتق  6-3   

ایي پیچیذگي هي تَاًذ ؿاهل َل هي تَاًذ داساي ٌّذػِ پیچیذُ اي تاؿذ. یک هؼالِ دٍ تؼذي هؼو

  هؼالِ تاؿذ. اًحٌا دس ٌّذػِ هذل  دس

سئَع الواى ٍخَد داسًذ، دس یا هشتثِ پاییي داساي ٍخَُ هؼتمین ّؼتٌذ ٍ گشُ ّا تٌْا الواى ّاي ػادُ 

تاؿٌذ )تِ هٌظَس هذل کشدى ٌّذػِ  دس حالي کِ الواى ّاي هشتثِ تالاتش هي تَاًٌذ داساي ٍخَُ هٌحٌي
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اًحٌاداس( ٍ هي تَاًٌذ داساي گشُ ّاي هیاًي یا داخلي تاؿٌذ. ها دس هَسد تؼضي اص ایي الواى ّاي دٍ 

الواى ّاي ها تا ایٌدا تٌْا  لثلا تحث ًوَدُ این ٍ تَاتغ ؿکل سا ًیض تشاي آى ّا تذػت آٍسدین.تؼذي 

ِ داساي ٍخَُ هؼتمین ّؼتٌذ. تشاي ایٌکِ تتَاًین ٌّذػِ ؿاهل ؿکل ّاي هثلثي ٍ هؼتغیلي تَدًذ ک

ّاي ػاصُ اي کلي سا هذل کٌین هایل ّؼتین کِ الواى ّا دس حالت کلي داساي ٍخَُ هٌحٌي تاؿٌذ. 

ّوچٌیي هـتاق ّؼتین تا سٍؽ خایگضیٌي ًیض تشاي تذػت آٍسدى تَاتغ ؿکل داؿتِ تاؿین. ها تِ 

هحاػثاتي ًظیش اًتگشال گیشي ػذدي  ،ک تشًاهِ ّاي کاهپیَتشيدًثال ساّي ّؼتین کِ تتَاًین تِ کو

 تِ ساحتي اًدام دّین. ًیض سا 

هختلات عثیؼي تذٍى تؼذ سا تؼشیف کٌین. هختلات اتتذا تشاي سػیذى تِ ایي اّذاف اکٌَى تایذ 

 عثیؼي ّواًگًَِ کِ رکش ؿذ تذٍى تؼذ ٍ ّوگي اػت ٍ هؼتمل اص اًذاصُ ٍ ؿکل الواى ّا اػت. 

 

 مختصات طثیعی 6-4

تشاي الواى ّاي      ٍ  sیک تؼذي تش حؼة  تشاي الواى ّايهختلات عثیؼي تذٍى تؼذ سا هي تَاى 

ٍ  (s)تشاي حالت یک تؼذي استثاط تیي هختلات عثیؼي  تیاى ًوَد. sٍt تش حؼة ًیض  يتؼذدٍ

 تِ كَست صیش لاتل تیاى اػت:( Xهختلات کلي )
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یک تؼذي دس هختلات عثیؼيالمان  1-6شکل   

N1   ٍ N2  تَاتؼي اص هختلات عثیؼيs  ًاهیذُ  دسًٍیاتيّؼتٌذ کِ تَاتغ ؿکل الواى یا تَاتغ       

دس داخل یک الواى  u ایي تَاتغ تِ عَس هثال هي تَاًٌذ تشاي تَكیف خاتِ خایي ّاي خغي هي ؿًَذ. 

 غي تِ کاس سًٍذ. هیلِ اي یا خ
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هختلات عثیؼي هي تَاًذ تِ كَست صیش دس ًظش گشفتِ ؿَد. تشاي الواى تشاي الواى ّاي هؼتغیلي 

 هؼتغیلي چْاس گشُ اي تَاتغ ؿکل ًیض تِ كَست صیش ّؼتٌذ:
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

هؼتغیلي دس هختلات عثیؼيالمان  2-6شکل   

 

 

 

 

 

تٌؾ هؼغحِ تِ کاس تشدُ ؿذًذ سا تِ یاد داسین. اگش هثذا دػتگاُ دس الواى ّاي چٌذخولِ اي ّایي کِ 

حؼة ِ ّاي تغییشهکاى سا  تشهي تَاًین هَلف سا تش سٍي هشکض ػغح الواى دس ًظش تگیشینxٍ yهختلات 

 ( تیاى ًوایین.t و sتَاتغ ؿکل ٍ ّوچٌیي تشحؼة هختلات عثیؼي )

 

 

 

 

 

 :1-2دس عَل ٍخِ 

1 2

1 2

1 1
(1 ) (1 )

2 2

1 1
(1 ) (1 )

2 2

u s u s u

v s v s v

   

   

 

ؿشط پیَػتگي تغییشهکاى ًیض دس ایي حالت تِ عَس  1-2دس ٍخu ٍ vِ تَخِ تِ تغییشات خغيتا 

 هؼادل تا دػتگاُ هختلات اٍلیِ اسضا هي ؿَد.

هؼتغیلي سا دس هختلات هادس یا  2اكليالواى یک  هلاحظِ هي تَاى کشد کِ دس حالتْاي تالا هیتَاى

3ٍاپیچیذُ تثذیل یک الواى هؼادلعثیؼي 
كشف ًظش . داًؼت x-y   دس هختلات حمیميیا غیشهٌظن  
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تغییش هي کٌذ ٍ  -1تا  1هختلات عثیؼي اص همذاس اص اًذاصُ الواى ٍالؼي دس هختلات کاستضیي ٍالؼي، 

 خَاّذ تَد.  2×2اًذاصُ الواى اٍلیِ 

س هختلات کاستضیي كَست هي گیشد الواًي کِ د (x,y)ٍ  (s,t)تا تَخِ تِ تثذیل هختلاتي کِ تیي 

تایذ تَخِ داساي ٍخَُ هٌحٌي اػت تِ الواًي تا ٍخَُ هؼتمین دس هختلات عثیؼي تثذیل هي ؿَد. 

کِ حتي صهاًي کِ ها اص هختلات عثیؼي تشاي فشهَل تٌذي اػتفادُ کشدین دسخات آصادي گشُ اي  ؿَد

فشهَل تٌذي اخضا هحذٍد حال ها دس هَسد .  (s,t)ّؼتٌذ ٍ ًِ تش سٍي x-yدس عَل هختلات فیضیکي 

تا اػتفادُ اص هختلات عثیؼي تحث هي کٌین ٍ خَاّین دیذ فشهَل تٌذي ؿاهل تثذیل هختلاتي اػت 

 کِ تشاي سٍؽ اخضا هحذٍد هي تَاًذ هَسد اػتفادُ لشاس تگیشد.
 

 
 عثیؼي کاستضیي ٍ الواى اكلي ٍ غیش هٌظن دس هختلات 3-6ؿکل 

 

 

 ایزي پارامتریک خمیذٌالمان َای  6-5

الواى ّاي خویذُ دس دػتگاُ هختلات اٍلیِ تحت یک ًگاؿت هي تَاًٌذ ّواًگًَِ کِ دس تالا رکش ؿذ 

دس ایي ًگاؿت دس ٍالغ خغَط ٍ ٍخَُ  تِ الواى ّاي هٌظوي دس دػتگاُ هختلات هحلي تثذیل ؿًَذ.

وي دس دػتگاُ هختلات خذیذ تثذیل  غیش هٌظن دس دػتگاُ هختلات اكلي تِ خغَط ٍ ٍخَُ هٌظ

هي ؿًَذ. تشاي تْتش هـخق ؿذى ایي هَضَع هي تَاى تِ ؿکل ّاي صیش کِ تِ تشتیة دس هَسد الواى 

 ّاي دٍ تؼذي ٍ ػِ تؼذي ّؼتٌذ تَخِ ًوَد.
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نگاشت سطىح  المانهای دو بعدی 4-6شکل   

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

المانهای سه بعدینگاشت سطىح   5-6شکل   

 

سا ًـاى هي دّذ.تِ فضاي دٍ تؼذي ؿکل صیش ًیض ًگاؿت ػغَح ػِ تؼذي خویذُ   
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نگاشت سطىح  المانهای سه بعدی به دو بعدی 6-6شکل   

 
 

 ٍاتظ تثذیل صیش اػتفادُ هي ؿَد:تثذیل دػتگاُ هختلات اص سدس 

6-1  

 

 

ک تاِ یاک تایي هختلاات کااتضیي ٍ      اگشچِ تشاي تکااس تاشدى لاػاذُ تثاذیلات تایاذ یاک تغااتك یا        

ٍخااَد داؿااتِ تاؿااذ. یؼٌااي ّاایی پیچیااذگي یااا تاااخَسدگي ؿااذیذ تااشاي  ،هختلااات هٌحٌااي ؿااکل

. یاک سٍؽ هٌاػاة تاشاي تٌاا ًْاادى      ٍخاَد ًذاؿاتِ تاؿاذ    یک الواى خغي )هاثلا تمااعغ دٍ خاظ(   

تثااذیلات هختلااات اػااتفادُ اص تَاتااغ ؿااکلي اػاات کااِ دس تخااؾ ّاااي لثلااي هااَسد تحااث لااشاس    

 فتٌاااذ ٍ لاااثلا تاااشاي تیااااى هتغیشّاااا ٍ کویتْااااي هدْاااَل تَاتاااغ اػاااتفادُ ؿاااذًذ.          گش

 اگش هختلات ّش الواى تِ كَست صیش ًَؿتِ ؿَد:

6-2  
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ِ   ًگاؿت الواى ّاي اكلي تاِ الوااى ّااي ٍالؼاي      ِ  اي تایاذ تاِ گًَا ّیچگًَاِ خااي خاالي     تاؿاذ کا

اگاش دٍ الوااى هدااٍس کاِ اص الوااى      تاَاى ًـااى داد کاِ     هاي  ذاؿاتِ تاؿاذ.  ًاُ یا ػَساخي سا تاِ ّواش  

ّاي اكلي خَد ًـاات گشفتاِ اًاذ تَاتاغ ؿاکلي داؿاتِ تاؿاٌذ کاِ ؿاشایظ پیَػاتگي سا اسضاا هاي             

کااهلا تاذیْي اػات ٍ ؿاشایظ      ایاي اهاش   ًوایذ، آًگاُ الواى ّاي ٍاپیچیذُ ًیاض پیَػاتِ خَاٌّاذ تاَد.    

x,تاشاي ّاش تااتغ تمشیثاي تیااى هاي داسد. دس ایٌداا تَاتاغ          تَاتاغ ؿاکل سا   C0پیَػتگي  y   ّؼاتٌذ

ٍ اگااش الواااى ّاااي هداااٍس ًیااض ّواااى هختلااات دس گااشُ ّااا سا داؿااتِ تاؿااٌذ پیَػااتگي اسضااا هااي 

 گشدد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  پیَػتگي دس الواى هحلي ٍ الواى اكليؿشایظ  7-6ؿکل 

iNى ّاااي ٍاپیچیااذُ سا تااِ ٍػاایلِ تَاتااغ ؿااکلّواًگًَااِ کااِ هااا ؿااکل الوااا   تااشاي الواااى اكاالي

ِ      تؼشیف کاشدین  )هادس( ). فاشم ؿاَد کاِ هتغیاش هدْاَل هؼاال )       ًُیاض تاِ كاَست صیاش تمشیاة صد

 ؿذُ اػت:

6-3  

 الواى اػت.  تؼذاد دسخات آصادي دس ّشmکِ دس آى

iNًیض تاتغ ؿکل اػت کِ دس حالت کلي تاiN  .هي تَاًذ هتفاٍت تاؿذ 

هختلات دس هختلات اكلي )هادس( یا  ،هثل پیَػتگيiNتَاتغ ؿکل تَاى دٍتاسُ ًـاى داد کِ اگش هي

 هحلي ثاتت ًگِ داؿتِ ؿًَذ آًگاُ ؿشایظ پیَػتگي دس داخل الواى ٍاپیچیذُ اسضا خَاّذ ؿذ. 

هوکي اػت دلیما تِ ّواى كَستي کِ ٌّذػِ الواى دس گیش تا هختلات گشُ ّا اػت  iهمادیش گشُ اي

iNٍiNدس استثاط تاؿٌذ یا ًثاؿٌذ. تا تَخِ تِ ؿشایظ تَاتغ   تؼشیف هي ؿَدتِ ؿشح صیش ػِ ًَع الواى.  
 

 

 

1

m

i i

i

N 



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 ، فَق پاساهتشي ٍ تحت پاساهتشيایضٍ پاساهتشيالواًْاي  8-6ؿکل 

 

4ایضٍ پاساهتشيالواى 
 الواًْائي ّؼتٌذ کِ دس آى:  

i iN N  
 

دس ایي الواى ّا تغییشات ٌّذػِ خیلي کلي تش اص الواًْائي ّؼتٌذ کِ  5الواى فَق پاساهتشي

گشُ ّاي تیـتشي تِ دس ایي الواى ّا الواًْائي ّؼتٌذ کِ  6الواى تحت پاساهتشي  .اػتهدَْل

دس ػول تیـتش اص الواى ّاي ایضٍپاساهتشي  ذػِ ٍخَد داسًذ.ًؼثت تِ تؼشیف ٌّ هٌظَس تؼشیف

 اػتفادُ هي ؿَد.
 

  تًاتع ضکل 6-6

تَاى تشحؼة دسخات آصادي الواى  تَاتغ هتغیش ٍاتؼتِ تشاي یک الواى سا دس ّش ًمغِ داخل الواى، هي

 تلَست صیش ًَؿت:

      1[ ] [ ]TU T N    
تذػت آهذ. تشاي  [T]اػتاًذاسد ٍ تا یافتي هاتشیغ هؼکَع دس فلل چْاسم تش اػاع سٍؽ  ایي ساتغِ

 تَاى ایي ساتغِ سا تلَست صیش ًَؿت: یک هتغیش ٍاتؼتِ هي

                                           
4
 Isoparametric element 

5
 Super-parametric element 

6
 Sub-parametric element 

 تحت پاساهتشي فَق پاساهتشي ایضٍ پاساهتشي

 گشُ ّایي کِ تشاي تؼییي ٌّذػِ الواى ّا تِ کاس هي سًٍذ

  هـخق اػت iًماعي کِ دس آى ّا 
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6-4 
1

( , , ) ( , , )
m

i i

i

u x y z N x y z u


 

 

سا  Niتاؿذ.  هي iدس گشُ  uدسخِ آصادي هتغیش ٍاتؼتِ  uiتاؿذ ٍ  ّاي الواى هي تؼذاد گشُ mکِ دس آى 

 تاؿذ: . ایي تاتغ ؿکل تش اػاع ساتغِ تالا داساي خلَكیات صیش هيهیٌاهین iتاتغ ؿکل دس گشُ 

 تاؿذ.  تشاتش ٍاحذ هي Niحاكل  iدس گشُ  -الف

 تاؿذ. تشاتش كفش هي Niّا حاكل  دس ػایش گشُ -ب

کٌذ تا اص سٍؿْاي ػشیؼتشي خْت یافتي تاتغ ؿکل تلَست هؼتمین ٍ تذٍى  ایي خلَكیت کوک هي

 شیغ تثذیل، تْشُ خَئین.اػتفادُ اص هؼکَع کشدى هات

 

Cدر مسائل  ضرایط مطتق ثاتت 6-6-1
0

 

 هٌظَس اص ایي ؿشایظ ثاتت تَدى تٌؾ ّا دس ٌّگام تمشیة صدى اػت.

 دس هؼادلِ صیش سا دس ًظش تگیشین: اگش

6-5 

1

im

i i

i

N 


 

 ؿشایظ هـتك ثاتت تیاى هي داسد کِ:

6-6  

:کِ دس آى  

پاساهتشّاي تؼوین یافتِ اًذ.  1 2 3, ,    

 هي تَاًین تٌَیؼین: iدس گشُ

6-7 

 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

i i i

i i i i i

i i

i i i i i

i i i

x y

N N x y

N N x N y

   

    

   

  

   

  

 

  

 

 هؼادل ػاصي سٍاتظ تالا ًتیدِ هي دّذ کِ:

 

 

6-8 
1i i i i i

i i i

N N x x N y y     

yx 321  
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 د کِ سٍاتغِ تالا اسضا ؿًَذ. تٌاتشایي ؿشایظ هـتك ثاتت صهاًي اسضا هي گشد

 تا یادآٍسي هؼادلات تثذیل هختلات:

6-9 
i i

i

i i

i

x N x

y N y








 

1کِ دس آى همادیش 2, ,...x x 1ٍ ّوچٌیي 2, ,...y y  هختلات گشُ اي ّؼتٌذ. هؼادلات تالا تِ كَست

 خَدکاس اسضا هي ؿًَذ. 

1iتمامی المان َای ایزيپارامتریک کٍ ضرط ضرایط مطتق ثاتت ترای پس

i

N   ،را داروذ

  ارضا خًاَذ ضذ.

iNکِ تاتغ ؿکل  آى اػت ؿشایظ لاصم تشاي الواى ّاي تحت پاساهتشي   دس آى ّا تتَاًذ تِ كَست یک

 ؿَد. تِ كَست صیش تیاى iNتشکیة خغي اص

6-11 
i ij i

i

N C N 

iNي الواى ّاي تحت پاساهتشيّا اػذادي ثاتت ّؼتٌذ. ٍاضح اػت کِ تشاijCکِ دس آى  دسهشتثِ پاییي

تشاي الواى ّاي فَق پاساهتشي ایٌگًَِ لشاس داسد ٍ هؼادلِ تالا تِ آػاًي اسضا هي ؿَد الثتِ iNتشي اص

ًخَاّذ تَد. تشخي آصهایؾ ّاي ػذدي تِ هٌظَس اسضاي هؼادلات تالا تایذ كَست تگیشًذ. )ؿایذ یک 

، ّوچٌیي یک تحلیل همذاس ٍیظُ هاتشیغ ػختي هوکي اػت حضَس Patch Testآصهایؾ تْن پیَػتِ

 تٌؾ ّاي ثاتت گشُ اي سا آؿکاس ػاصد.( 
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 جایگزیه ترای تذست آيردن تًاتع ضکل ُایريض 6-6-2 

7ريش سروذیپیتی
 

دس ًظش گشفتي خلَكیات ایي تَاتغ اػت. ّواًغَس کِ دیذُ ؿذ  یک ساُ ػادُ تشاي ًَؿتي تَاتغ ؿکل،

( همذاسؽ تشاتش j≠i) همذاس ٍاحذ سا اختیاس هي کٌذ ٍ دس تمیِ ًماط iدس ًمغِ  Niیک تاتغ ؿکل ًظیش 

 ًاؿي هي گشدد کِ دس یک گشُ خاف تایذ داؿتِ تاؿین : آًداي هغلة اص ایكفش هي ؿَد. 
 

i ix N x  

 

. تِ عَس هثال دس تالا تِ ساحتي هي تَاى ؿکل تَاتغ دسٍى یاتي سا حذع صد ٍیظگيتا دس ًظش داؿتي 

 (s-1)ین ٍخَد تشمسا تیاى کٌ N1الواى یک تؼذي کِ لثلا دس ًظش گشفتِ ؿذ اگش تخَاّین تاتغ ؿکل 

 اػت( همذاس تاتغ تشاتش كفش تاؿذ پغ: s=1کِ همذاس  2دس آى ضشٍسي اػت )صیشا تایذ دس گشُ 

 

1( ) ( )( 1)N s SF s  
 

SF)تشاي هحاػثِ همذاس ثاتت 
8
 ًیض داسین: (

1( 1) 1 0.5N SF     

 

هثلا اگش دس  دس ّش الواًي تِ کاس تشد.تِ ّویي تشتیة هي تَاى سٍؽ تالا سا تشاي هحاػثِ تَاتغ ؿکل 

سا تِ كَست صیش تِ  Cاًدام دّین تایذ یک گشُ x ٍ sالواى لثلي تخَاّین یک تثذیل دسخِ دٍ تیي 

,الواى اضافِ کٌین. حال اگش ایي ًماط سا دس هختلات عثیؼي تا ,A B C    ًوایؾ دّین هي تَاًین تَاتغ

 ؿکل سا تِ كَست صیش تیاى ًوایین.

 
 سٍؽ ػشًذیپیتي دس یافتي تَاتغ ؿکل 9-6ؿکل 

 

  332211)( xNxNxNxNsx ii  

 

                                           
7
 Serendipity approach 
 
8
 Scale factor 

 A 

x=x1 

C 

x=x3 

 B 

x=x2 
A 
s=-1  

    

C  

s=0 
B  
s=+1 

s s 
x 
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)1()1(

)1(5.0

)1(5.0

3

2

1







ssN

ssN

ssN

 

 

اًدام دادُ این، ؿثیِ آى چیضي کِ دس هَسد هذل کشدى x ٍ s دس ایي حالت ها یک تثذیل غیشخغي تیي

 ٌذػِ اًحٌاداس كَست گشفت. الواى ّاي تا ّ

 

 درين یاتی لاگراوژ:ريش 

تِ   ّا سا اص سٍي همادیش گشُ اي دس ًظش تگیشینتي ّشکذام اص هختلات ّا یا هتغیشاگش فشایٌذ دسٍى یا

ایي کاس ًَػي تشاصؽ کشدى یک هٌحٌي تا گشفتي همادیش هؼیي تش سٍي ساحتي هتَخِ هي ؿَین کِ 

تشاي سػیذى تِ تَاتغ  ي تَاى اص سٍؽ کلاػیک دسٍى یاتي لاگشاًظپغ ه ًماط هـخق )گشُ ّا( اػت.

1اگش تاتغ تِ تشتیة دس ًماطًیض تْشُ تشد. دس حالت کلي ؿکل  2, ,..., nx x x  همادیش

1هـخق 2, ,..., nf f f یاتي ًوَد:اختیاس کٌذ تا اػتفادُ اص تاتغ صیش هي تَاى همادیش تاتغ سا دسٍى سا 

6-11 
1 1 2 2( ) ... ...i i n nf x L f L f L f L f     

 

 صیش تذػت هِي آیذ:چٌذخولِ اي لاگشاًظ اػت ٍ اص ساتغِ iLآىکِ دس 

6-12 
))...()()...()((

))...()()...()((

1121

1121

iniiiiii

nii
i

xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
L








 

iL تَاى اص آى تشاي دس ساتغِ تالا دس ٍالغ ًمؾ تاتغ ؿکل دس الواى ّا سا تاصي هي کٌذ ٍ دس ٍالغ هي

 ًَؿتي تَاتغ ؿکل اػتفادُ کشد. هثلا دس هَسد هثال لثل داسین:

2

3231

21
3

2321

31
2

1312

32
1

1
)1)(1(

)1)(1(

))((

))((

2

)1(

)10)(11(

)0)(1(

))((

))((

2

)1(

)10)(11(

)0)(1(

))((

))((

s
ss

ssss

ssss
N

ssss

ssss

ssss
N

ssss

ssss

ssss
N






































 

دس حالت کلي تَاتغ ؿکل تذػت آهذُ اص ّش دٍ سٍؽ )ػشًذیپیتي ٍ لاگشاًظ( هتفاٍت اص ّن خَاٌّذ تَد. 

واى ّایي کِ تش هثٌاي چَى تاتغ ؿکل یکي اص هْوتشیي ٍیظگي ّاي اػاػي سٍؽ اخضا هحذٍد اػت، ال

هتذاٍل اػت  ایي تَاتغ ؿکل فشهَل تٌذي ؿذُ اًذ هي تَاًٌذ داساي خَاف هتفاٍتي اص یکذیگش تاؿٌذ.

اػت سا تِ تش هثٌاي سٍؽ ػشًذیپیتي یا لاگشاًظ فشهَل تٌذي ؿذُ  ّا کِ تاتغ ؿکل آى ّایي الواًي کِ

اًظي توایل تِ داؿتي گشُ ّاي داخلي دس حالت کلي الواى ّاي لاگش ًام ّواى سٍؽ ّا هي ؿٌاػٌذ.

 تیـتش داسًذ ٍ اخاصُ تیـتشي تشاي افضایؾ دسخِ خولات چٌذخولِ اي ّاي تَاتغ ؿکل هي دٌّذ. 
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 (ريش سروذیپیتی) المان َای چُارضلعی ترای تًاتع ضکل  6-6-3      

s,تشسػي هختلات عثیؼي تِ ٍػیلِ هتغیشّاي تا t حي دٍ تؼذي تِ دًثال یک تثذیل اص دػتگاُ دس ًَا

x,هختلات y ِت,s t یک الواى چْاسضلؼي کلي دس دػتگاُ هختلاتٌَى اگ. تَدین,x y  الواى هشتؼي ٍ

1هشتَط تِ آى دس دػتگاُ هختلات , 1s t   الواى دس اگش . گیشین ِ كَست ؿکل صیش دس ًظش هيسا ت

)هختلات , )x y یک هؼتغیل تِ اتؼاد( )l h  .تِ آػاًي هي تَاى هـاّذُ کشد کِ تثذیل تاؿذ

 هختلات ؿاهل یک ضشیة همیاع تِ كَست صیش خَاّذ تَد:

 
2 2

,
x y

s t
l h

  

 ي تشاي یک الواى چْاسضلؼي تثذیل هختلات تایذ تذػت آیذ.دس حالت کل

 
( , ) ( , )x y f s t 

 

 
 الواى چْاس ضلؼي سٍؽ ػشًذیپیتي دس یافتي تَاتغ ؿکل 11-6ؿکل 

 

)ایي تثذیل کِ دس آى ًمغِ , )p x y اػت )ؿثیِ دسٍى یاتي  ُ ايدس داخل الواى تش حؼة هختلات گش

  تغییشهکاى ّا اص سٍي تغییشهکاى ّاي گشُ اي( هي تَاًذ تِ كَست صیش ًَؿتِ ؿَد.

 

1 1

,
n n

p i i p i i

i i

x N x y N y
 

    

 

n ًکِ دس ایٌدا تشاتش چْاس اػت( گش تؼذاد گشُ هَخَد دس ّش الواى اػت.دس ساتغِ تالا تیا( 

 داسین:1Nتشاتش یک ٍ دس تمیِ ًماط تشاتش كفش تاؿذ، هثلا دس هَسد iتایذ دس گشُ iNتا تَخِ تِ ایٌکِ

 

x 

4 3 

2 

1 
(x1,y1) 

(x3,y3) 

(x2,y2) (-1,-1) (1,-1) 

(+1,+1) (-1,+1) 

ٌظنالواى غیشه  

 

1 2 

3 4 

(x4,y4) 

 

 الواى اكلي

y t 

s 
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1( , ) ( ) ( 2 3) ( 3 4) ( ) (1 ) (1 )N s t SF Equation of line Equationof line SF s t       

 

1( 1, 1) 1 0.25N SF      

1

1
(1 ) (1 )

4
N s t     

 

 دیگش ًیض داسین: لتِ ّویي تشتیة دس هَسد تَاتغ ؿک

)1()1(
4

1

)1()1(
4

1

)1()1(
4

1

4

3

2

tsN

tsN

tsN







 

 

اگشچِ دس ایي خا اص سٍؽ ػشًذیپیتي تشاي تذػت آٍسدى تَاتغ ؿکل اػتفادُ ؿذ، ٍلي تِ داًـدَیاى 

 تَكیِ هي ؿَد کِ اص سٍؽ لاگشاًظ ًیض ایي تَاتغ سا تذػت آٍسًذ.

یک تثذیل هشتثِ تالاتش ص ا ًیاصهٌذ آى ّؼتین کِاگش ها الواى ّاي اًحٌاداس احتیاج داؿتِ تاؿین 

 هغاتك ؿکل صیش دس ًظش تگیشین.هثلا اگش الواى ّـت گشُ اي صیش سا تشاي ایي هٌظَس اػتفادُ کٌین. 

)الواى تثذیل یافتِ ایي الواى ًیض دس فضاي , )s t  .تَاتغ ؿکل ًیض تِ عشیمي کًـاى دادُ ؿذُ اػت ِ

 گزاسي ؿذُ اًذ. تایذ تِ دلت هذ ًظش تاؿذ ؿواسُ

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

t 
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  (s,t) ٍ  (x,y)دس فضاي هٌحٌيالواى  11-6ؿکل 

 

 دس ایي حالت تاتغ ؿکل هتٌاظش تا گشُ ؿواسُ پٌح سا هي تَاى تِ كَست صیش تذػت آٍسد:

 
5

5

5

( , ) ( ) ( 2 6 3) ( 3 7 4) ( 4 8 1)

( )(1 )(1 )(1 )

( 1,0) 1 0.5

( , ) 0.5(1 )(1 )(1 )

N s t SF Equation of line Equationof line Equationof line

SF s t s

N SF

N s t s t s

      

   

   

    

 تِ ّویي تشتیة:

)1)(1(
2

1

)1)(1(
2

1

)1)(1(
2

1

2

8

2

7

2

6

tsN

tsN

tsN







 

 

تش ًیض  8N. خغي اػت tتش حؼة اهاتاتؼي دسخِ دٍ اػت،  sتش حؼة5Nؿَد کِ هـاّذُ هي

   .خغي اػت sتاتؼي دسخِ دٍ اػت، دس حالیکِ تش حؼة tحؼة

تشاي الواى چْاس گشُ اي تاص گشدین، هي تَاًین تِ آػاًي تا اكلاح آى تِ كَست صیش 1Nاگش تِ تاتغ ؿکل

تشاي الواى ّـت گشُ اي سا اص سٍي آى تذػت آٍسین. تشاي ایي هٌظَس تایذ کاسي کٌین  1Nتاتغ ؿکل

 ًیض كفش ؿَد. 8ٍ  5تش سٍي گشُ ّاي 1Nکِ 

x 

 

y 

4 3 

2 

  1 

 (x1,y1)  

 

s 

(-1,-1) (1,-1) 

(+1,+1) (-1,+1) 

s 

t 

8 

  7  

6 

5 1 

7 

5 

3 4 

6 

2 

8 

 هختلات هحلي هٌحٌي ؿکل ّؼتٌذ  s ٍt ػیؼتن هختلات کلي کِ دس آى
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)1)(1)(1(
4

1

)2)(1)(1(
4

1
)1)(1(

4

1

2

1

2

1
854181

tsts

tststs

NNNN nodenode







= 

 تِ ّویي سٍال تشاي گشُ ّاي دیگش ًیض داسین:
 

 

)1)(1)(1(
4

1

2

1

2

1

)1)(1)(1(
4

1

2

1

2

1

)1)(1)(1(
4

1

2

1

2

1

874484

754383

654282

tsts

NNNN

tsts

NNNN

tsts

NNNN

nodenode

nodenode

nodenode












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x 

(1,0,0) 

(0,0,1) 

(0,1,0) 

(x1,y1) 

(x2,y2) 

(x3,y3) 

A1 A2 

A3 

L3=0 

L2=0 
L1=0 

   (x,y) 

p(L1, L2, L3) 

1 

2 

3 

y 

9در دستگاٌ مختصات سطحی المان َای مثلثی 6-7
 

1ّاي ػغحي اتتا اػتفادُ اص هختل 2 3, ,L L L .کِ دس صیش تؼشیف ؿذُ اًذ 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

  هثلثي دس دػتگاُ هختلات ػغحي الواى 12-6ؿکل 
 

6-13 31 2
1 2 3, ,

AA A
L L L

A A A
   

A تاؿذ ٍ  یا هثلث کل هي1-2-3هؼاحت هثلثAi هؼاحت هحؼَس دس هثلث تِ ساعi  کِ دس داخل

اص ػِ دلت ؿَد کِ  تایذتاؿٌذ.  هثلث اكلي هي i  ٍjهثلث کل لشاس گشفتِ کِ دٍ ساع دیگش آى ساػْاي 

1همذاس 2 3, ,L L L1تٌْا دٍ تا اص آى ّا غیشهؼتمل ّؼتٌذ 2 3( 1)L L L   تشاي یک الواى ػادُ هثلثي .

 ش تیاى هي ؿَد:   تِ كَست صیpػِ گشُ اي استثاط تیي هختلات ّاي ػغحي ٍ کلي تشاي ّش ًمغِ

1 1 2 2 3 3N L N L N L    

 

هختلات عثیؼي تشاي الواى ّا تِ عَس چـن گیشي تذػت دس ًظش گشفتي هـاّذُ ؿذُ اػت کِ 

اکٌَى تِ عَس هختلشي تش سٍي فشهَل تٌذي هؼادلات ػغح  سا ػادُ هي ػاصد. آًْا آٍسدى تَاتغ ؿکل

تشاي  تحث هي کٌین.ّاي ػِ گشُ اي هي گشدد هاتشیغ ػختي تشاي الواى  یافتيالواى کِ هٌدش تِ 

 ایي هٌظَس هي تَاًین تٌَیؼین:

1

1 2 3 2

1 2 3 3

1 1 1 1 L

x x x x L

y y y y L

     
    

    
         

 

 تا هؼکَع کشدى هاتشیغ فَق داسین:

                                           
9
 Area Coordinates 
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Area O12=A12 

Area O13=A13 

Area O23=A23 

Area Oij=Aij 

 

 

1 2 2 3 2 2 3 3 2

2 3 1 1 3 3 1 1 3

3 1 2 2 1 1 2 2 1

1
1

2

L x y x y y y x x

L x y x y y y x x x
A

L x y x y y y x x y

       
    

       
           

 

 

   

1 23 1 1

2 31 2 2

3 12 3 3

1 2 3

2 1
1

2
2

2

{ } [ ]{ } { } { } 1T T

L A b a

L A b a x
A

L A b a y

T Z L L L Z x y

     
    

    
         

    

 

 

 ذ:پاساهتشّاي ٌّذػي آٍسدُ ؿذُ دس ساتغِ تالا تِ كَست ؿکل صیش تؼشیف هي ؿًَ
 

 

 

  تؼشیف پاساهتشّاي ٌّذػي دس الواى هثلثي 13-6ؿکل 

 

 ي داسین:تِ کوک هـتك گیشي صًدیشُ احال 

 
3

31 2

1 1 2 3

3

1

1
( )

2 2

i

i i

i i
i

i i

L LL L

x x L x L x L x L

L b
b

x A L x A





      
   

        

 
 

  




 

 تِ كَست هـاتِ:

x x 

y 

A13 

A12 

a3 

b3 

b1 

a1 a2 

b2 

1 
2 

3 

1 
2 

3 

y 

O 
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L1=1 

1 

3 

2 

h 

hL1 

hdL1 

dA 

b  

b 

L1=0 
1(1 )b b L   

3

1

1
( )

2 2

i i
i

i i

L a
a

y A L y A

 
 

  
 

 هغاتك تا ؿکل صیش تشداسین: هثلثيػغح اص الواى  ءحال اگش یک خض

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 هثلثيالواى یک خضء ػغح اص الواى  14-6ؿکل 

 

 تا اًتگشال گیشي داسین:

1 1 1

11 2 3

1 1
1 1 1 1

0 0

(1 )

2
(1 ) ( )

2 3 3 3A

dA bh dL bh L dL

L L bh A
L dA bhL L dL bh

  

      
 

 دس حالت کلي:

6-14 
1 2 3

2 ! ! !

( 2)!

p q r

A

A p q r
L L L dA

p q r


   

 

تا همایؼِ تا تَاتغ ؿکل تذػت آهذُ تشاي الواى ّاي ػِ گشُ اي هثلثي، اگش تثذیل هشتثِ تالاتشي ًیاص 

ي هذل کشدى ًَاحي اًحٌاداس هي تَاًین اص یک الواى ؿؾ گشُ اي هغاتك تا ؿکل صیش تاؿذ هثلا تشا

 اػتفادُ کٌین.
 

 
Y 
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 ؿؾ گشُ اي هثلثياًحٌاداس الواى  15-6ؿکل 

 

. هغاتك سٍؿي کِ هختلات عثیؼي گشُ ّا دس ؿکل تالا دس کٌاس ؿواسُ گشُ ّا ًـاى دادُ ؿذُ اػت

 ن رکش ؿذ تَاتغ ؿکل سا هي تَاى تِ كَست صیش تیاى کشد:لثلا ّ
 

1 1

1 1

1

1 1 1 1

( ) ( ) ( 2 5 3) ( 4 6)

( )( )(2 1)

(1) 1 1

( ) ( )(2 1)

N L SF Equation of line Equationof line

SF L L

N SF

N L L L

   

 

  

  

 

 

 د:َاٌّذ تَتِ ّویي ؿکل تَاتغ ؿکل دیگش ًیض تِ كَست صیش خ

136

325

214

333

222

111

4

4

4

)12)((

)12)((

)12)((

LLN

LLN

LLN

LLN

LLN

LLN













 

 
 

 

 

 

 

(1,0,0) 1 

 

 

 2 (0,1,0) 

  

 

 (0,0,1) 3 

  

  4 (1/2,1/2,0) 

 

 

4 (0,1/2,1/2) 

          

(1/2,0,1/2) 6 

  

X O 
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 : (CST)المان مثلثی تىص ثاتت  الف. 6-7-1

u,خِ آصادي گشُ ايآصادي ؿاهل دٍ دس ِؿؾ دسختغییشهکاى الواى ػِ گشُ اي تا  v ُتِ  دس ّش گش

 كَست صیش لاتل تیاى اػت:

 

 

 

u,ساتغِ تالا دس ٍالغ یک تمشیة خغي تشاي v دس ّواًگًَِ کِ لثلا تیاى ؿذ کِ  دس داخل الواى اػت

 آى:

1 1 2 2 3 3N L N L N L   
  

1دلت داسین کِ تَاتغ 2 3, ,L L Lتَاتؼي خغي تش حؼة,x y   .ّؼتٌذ 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 الواى هثلثي تٌؾ ثاتت 16-6ؿکل 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

332211

332211

vLvLvLv

uLuLuLu





1 
2 

3 

u1 

y, v 

x, u 

v1 

v2 

u3 

u2 

v3 
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x,u 

y,v 

1 u2 

6 5 

4 

3 

2 

v2 
u6 

v6 

 C0 پیَػتگي 

 ب. المان مثلثی تا تىص َای خطی 6-7-2

u,آصادي ؿاهل دٍ دسخِ آصادي گشُ اي ِدسخ تغییشهکاى الواى ؿؾ گشُ اي تا دٍاصدُ v ُتِ  دس ّش گش

 :كَست صیش لاتل تیاى اػت
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 خغيالواى هثلثي تٌؾ  17-6ؿکل 
 

 
3 3

1 1

1 1 1 4 1 2

2 2 2 5 2 3

3 3 3 6 3 1

(2 1) 4

(2 1) 4

(2 1) 4

i i i i

i i

u N u v N v

N L L N L L

N L L N L L

N L L N L L

 

 

  

  

  

 

 

 

 سُمًی. المان مثلثی تا تىص َای ج 6-7-3

u,آصادي ؿاهل دٍ دسخِ آصادي گشُ اي ِدسخ تغییشهکاى الواى دُ گشُ اي تا تیؼت v ُتِ  دس ّش گش

 كَست صیش لاتل تیاى اػت:

 

1 1 1 1 6 2 3 2

2 2 2 2 7 2 3 3

3 3 3 3 8 3 1 3

4 1 3 1 9 3 1 1

5 1 2 2 10 1 2 3

1

1

(3 1)(3 2) / 2  9 (3 1) / 2

(3 1)(3 2) / 2     9 (3 1) / 2

(3 1)(3 2) / 2 9 (3 1) / 2

9 (3 1) / 2 9 (3 1) / 2

9 (3 1) / 2         27

i i

i

N L L L N L L L

N L L L N L L L

N L L L N L L L

N L L L N L L L

N L L L N L L L

u N u


    

    

    

   

  


0 10

1

i i

i

v N v


 
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1 

7 6 

5 

4 

3 2 

9 

8 10 

 گشُ هشکضي

u 

v 
y, v 

x, u 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ػْوَيالواى هثلثي تٌؾ  18-6ؿکل 
 

  يجُی: چُارالمان َای د.  6-7-4

یضي کِ دس هَسد الواى ّاي هثلثي كَست گشفت ٍلي تا تَخِ تِ ػِ تؼذي تَدى الواى تایذ چؿثیِ آى 

 اص حدن خاي ػغح اػتفادُ کٌین.

1

1 2 3 4 2

1 2 3 4 3

1 2 3 4 4

*

1 1 1 11 L

x x x x Lx

y y y y Ly

z z z z Lz

    
    

       
    
        

 

 اص ٌّذػِ تِ یاد داسین کِ دتشهیٌاى هاتشیغ* تیاًگش حدن چْاس ٍخْي تَد.

iL ختلات حدوي سا تیاى هي کٌٌذ ٍ تِ كَست صیش تؼشیف هي ؿًَذ:هّا دس فشهَل تالا 

 

0 1i
i i

V
L L

V
   

 کِ دس آى:

i ijklpV Vاسٍخْي ؿاهل سئَعْحدن چ, ,j k l ِدس ًمغp .تِ عَس هثال: اػت 

 

1 234 2 134p pV V V V  

 ّوچٌیي یادآٍسي هي ؿَد کِ:

6-15 
1 2 3 4

6 ! ! ! !

( 3)!

P q r s

V

Vp q r s
L L L L dV

p q r s


    
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 :محاسثٍ ماتریس سختی ترای المان تىص ثاتت در حالت تىص مسطحٍي. 

 اًشطي کشًـي دس ایي حالت تِ كَست صیش لاتل تیاى اػت:

 

2 2 2

2

1
2

2(1 ) 2
e xx yy xx yy xy

A

Et
U dxdy


    



 
    

  
 

 ضخاهت سا ًـاى هي دّذ.  tکِ دس آى

 تا تَخِ تِ سٍاتظ تذػت آهذُ دس لثل ساتغِ اًشطي کشًـي سا تاصًَیؼي هي کٌین:

 

1 1 2 2 3 3

1 1 2 2 3 3

3

1

3

1

3

1

1

2

1

2

1
( )

2

xx i i

i

yy i i

i

xy i i i i

i

u L u L u L u

v L v L v L v

u
bu

x A

v
a v

y A

u v
a u b v

y x A













  

  


 



 


 
   
 







 

 

 

3 3

2 2
1 1

2

1
8 (1 ) 2

2

i j i j i j i j i j i j

e

i jA i j i j i i i j i j i j

b b u u a a v v b a u v
Et

U dxdy
A a a u u a b u v b b v v




  

   
      
 

  

 اًتگشال تالا ؿاهل خولات ثاتتي اػت کِ اًتگشال گیشي سا ػادُ هي ػاصد.
 

3 3

2
1 1

1 1

2 2

8 (1 ) 1
2

2

i j i j i j i j i j i j

e

i j

i j i j i j

b b a a u u a a b b v v
Et

U
A

b a a b u v

 

 


 

     
       

    
   

  
  

 

 تا تیاى دسخات آصادي تِ كَست صیش:
 

   1 1 2 2 3 3 1 2 3 4 5 6{ }T u v u v u v        

 

 حال هي تَاى دسایِ ّاي هاتشیغ ػختي سا تِ كَست صیش هحاػثِ ًوَد:
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2 2
2 3

11 1 12 2 2

1 1

2 2

12 1 1 1 12

1 2 1 1

2 2

13 1 2 1 22

1 3 1 2

2 2

22

2 2 1 1

1
( )

4 (1 ) 2

1
( )

4 (1 ) 2

1
( )

4 (1 ) 2

4 (1

e e

e e

e e

e e

U U Et
k b a

u A

U U Et
k b a a b

u v A

U U Et
k b b a a

u u A

U U Et
k

v v A



 




  



  

  

   
        

   
          

   
          

 
  
    

2 2

1 12

2 2

24 1 2 1 22

2 4 1 2

1
( )

) 2

1
( )
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 تا تغییش هتغیشّاي صیش:
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 واى تِ كَست صیش دس خَاّذ آهذ:هاتشیغ ػختي ال
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تا تَخِ تِ هغلثي کِ لثلا ًیض رکش ؿذ، تشاي سػیذى تِ سٍاتظ دس حالت کشًؾ هؼغحِ هي تَاى اص 

 تثذیل صیش تْشُ گشفت:
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 نمونه: ئلمسا

 

 توام تَاتغ ؿکل الواًْاي صیش سا تذػت آٍسیذ.-1

 
 

 :اي دادُ ؿذُ ٍ تغییش هکاًْاي گشُ a=b=10mm تشاي الواى هؼتغیلي تٌؾ هؼغح تا فشم -2

 الف( تغییشهکاى، کشًؾ ٍ تٌؾ سا دس هشکض الواى پیذا کٌیذ.

   اي سا پیذا کٌیذ. هؼادل تاس گش4ُ-3دس ٍخِ  bxاس گؼتشدُ تِ ؿذت تشاي ت -ب
 
 

E = 200 GPa and υ = 0.27 
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