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1هحذٍد ءًظریِ رٍش اجسا -4
   (FEM)      

ٞب وهٝ  ای اص إِبٖتػٛس فیضیىی اص یه جسٓ یب سبصٜ ثٝ ػٙٛاٖ ٔجٕٛػٝسٚش اجضاء ٔحذٚد دس ٚالغ یه 

ٝ   ثبضذ. دسفػُ لجهُ دس لهُ   ، ٔیا٘ذای ثٝ ٞٓ ٔتػُ ضذٜ٘مبط ٌشٜ تٛسظ ای ٔؼهبدت  ثهٝ سٚش لغؼه

ٖ  ٔتزوش ضذیٓ وٝ ٔی ی ٕ٘هٛد ٚ تهبثغ ٔتریهش    یٞهب تٛاٖ فضبی ٔٛسد ٘ظش سا تمسیٓ ثٝ صیش فضبٞب یهب إِهب

 سا دس ٔحذٚدٜ إِبٖ لذس صد. ٚاثستٝ

سفتبس ٞشوذاْ اص ایٗ ثٙذی یه ٔحیظ پیٛستٝ ثٝ تؼذاد ٔحذٚدی إِبٖ است. ٔحذٚد تمسیٓ ءسٚش اجضا

 ضٛد. ضٛ٘ذ تؼییٗ ٔی٘بٔیذٜ ٔی 2ٞبی تؼٕیٓ یبفتٝٔختػٝ تؼذاد ٔحذٚدی پبسأتش وٝٞب ثٝ ٚسیّٝ إِبٖ

دأٙٝ ٔٛسد ٘ظهش ثذسهت   تب سبخت وبُٔ  ٞبای اص إِبٖٔجٕٛػٝلُ یه سیستٓ وبُٔ ثب اسٕجُ وشدٖ 

 آیذ. ٔی

جسٓ ٞبی ٔختّفی )دس ثٝ جبی دس ٘ظش ٌشفتٗ یه جسٓ پیٛستٝ آٖ سا ثٝ ثخص ،ٔحذٚد ءسٚش اجضادس 

وٙیٓ دس لبِیىٝ دٚثؼذی تٛسظ خغٟبی فشضی ٚ دس جسٓ سٝ ثؼذی تٛسظ غفحب  فشضی( تمسیٓ ٔی

 ٞب ٚجٛد ٘ذاسد.ٞیچ ا٘فػبَ فیضیىی دس ثیٗ ایٗ إِبٖ

سا ثشای ٞش إِبٖ ضؼیف یب فشْ فب٘ىطٙبَ ٌشدد ٚ سٚاثظ فشْ ٞب ٔتٕشوض ٔیدس اثتذا ٍ٘بٜ ٔب ثش سٚی إِبٖ

لٝ ٔٙذ ٞستیٓ تب سفتبس إِبٖ سا ثشسسی وٙیٓ وهٝ ثهشای تؼشیهف آٖ التیهب  ثهٝ      ٌیشیٓ. ٔب ػلاثٝ وبس ٔی

دٞیٓ تهب ثهٝ سهبصٜ اغهّی     ٞب سا دس وٙبس ٞٓ لشاس ٔیٞٙذسٝ إِبٖ ٚ خػٛغیب  ٔبدٜ داسیٓ. سپس إِبٖ

 ثشسیٓ.

دس ٟ٘بیت استفبدٜ اص سٚش اجضاء ٔحذٚد یه سیستٓ پیٛستٝ سا ثٝ ٔحیظ ٌسستٝ وٝ ثش اسبس پبسأتشٞب 

ٝ تجهذیُ ثهٝ یهه    ّئٔسه  وٙذ. دس ٟ٘بیتضٛد، تجذیُ ٔییب ٔجٟٛت  دس إِبٖ )دسجٝ آصادی( تؼشیف ٔی

ٌهشدد. ثهب لهُ ٔسهئّٝ سیسهتٓ ٌسسهتٝ،       ٔهی ٞهب  ٌسستٝ ٔثُ تحّیُ ٔبتشیسی سبصٜ ٔسئّٝ استب٘ذاسد

تهٛاٖ ثهٝ یهبفتٗ    آیذ. ثب دا٘سهتٗ دسجهب  آصادی إِهبٖ ٔهی    پبسأتشٞبی دسجٝ آصادی سیستٓ ثذست ٔی

 ٔتریشٞبی داخُ إِبٖ پشداخت.  

تب چٝ ٔمذاس ثٝ جٛاة ٚالؼی ٘ضدیهه  تمشیجی ثذست آٔذٜ اص اجضا ٔحذٚد لبَ سٛاَ ایٗ است وٝ جٛاة 

وٝ  ٔحذٚد ٚجٛد داس٘ذپبسخ ایٗ سٛاَ دس وٙبس سٚش اجضا  ٞبی سیبضی صیبدی دس استجبط ثباست؟ تئٛسی

 .ٌیش٘ذٔٛسد ثشسسی لشاس ٔی

                                                 

1 Finite Element Method 
2 Generalized Coordinates 



 

 (یر شواتیک از رٍش اجسا هحذٍد )تحلیل سیستن گسستِصَت 4-2

ثبضذ.  ٔی ٌسستٝ ستٓیس هیثٝ  ٛستٝیپ ستٓیسیه  ُیدس سٚش اجضاءٔحذٚد ثش اسبس تجذ یٔذِسبص

. سا دس ٘ظش ثٍیشیذثػٛس  فشْ ضؼیف یب فشْ فب٘ىطٙبَ سا ثشای یه ٔحیظ پیٛستٝ یه ٔسبِٝ  ثشای ٔثبَ

 دس لُ ثٝ سٚش اجضاء ٔحذٚد ثشضٕشد: تٛاٖ ثشای ایٗ ٔسئّٝ ٘ىب  صیش سا ٔی

 دس یه سیستٓ پیٛستٝ ٔب ثب تؼذاد ٘بٔحذٚدی اص ٔجٟٛت  ٔٛاجٝ ٞستیٓ. -1

2-  ٓ ٓ ثٙهذی ٔهی  ثشای داضتٗ تؼذاد ٔجٟٛت  ٔحذٚد، ٔب جسٓ سا ثٝ تؼذادی إِبٖ تمسهی ٝ  وٙهی دس     وه

 .ا٘ذدسجب  آصادی تؼشیف ضذٜ ٞبیی ثب تؼذاد ٔحذٚدی اصٞب ٌشٜٞبی ایٗ إِبِٖجٝثش سٚی ٞب یب ٌٛضٝ

 ٌشدد.ثشلشاس ٔیتؼبدَ ٞش إِبٖ ثش لست ٔتریشٞب  -3

ٖ  دس ٍٞٙبْ اسٕجُ وشدٖ إِبٖ -4 ٞهب ثبیهذ دس ٔحهُ تلالهی     ٞب ثشای اسضبی ضشط پیٛستٍی ثهیٗ إِهب

 ٞب ثٝ وبس ٌشفتٝ ضٛ٘ذ.ثب ٞٓ ٔؼبدت  یىسب٘ی ثشای ٔتریشٞب إِبٖ

 ٔجَٟٛ خٛاٞذ ثٛد. nبدِٝ ٚ ٔؼ nسسیذٖ ثٝ پبسخ ٔستّضْ لُ  -5

 

 ٔذِسبصی دس سٚش اجضاءٔحذٚد ثش اسبس تجذیُ سیستٓ پیٛستٝ ثٝ یه سیستٓ ٌسستٝ 1-4ضىُ 

 

 ٔٛسد تٛجٝ لشاس ثٍیش٘ذ ػجبستٙذ اص:ٔحذٚد  دس لُ ثٝ سٚش اجضاء٘ىبتی وٝ ثبیذ 

 وٙٙذ.ا٘تخبة ٔجٟٛتتی اص ٔسبِٝ وٝ پبسخ سیستٓ سا ثشای ٔب ٔطخع ٔی -1

 ٞبإِبٖ٘ٛع ٔطخع وشدٖ  -2

P2 

P3 

P1 



 

 ٔتریشٞب ٚجٛد داسد. ٌضیٙصٞبی صیبدی ثشای ا٘تخبةوٝ دس ایٗ ساستب 
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إِبٖ ٔستّضْ لضبٚ  ٟٔٙذسی ٔب است. اِجتٝ ٞٙذسٝ جسٓ، دٚ ثؼهذی   ٞبی ٔختّف ثشایا٘تخبة ضىُ

 وٙٙذ. ٞب ثبصی ٔیإِبٖ یب سٝ ثؼذی ثٛدٖ ٔسبِٝ ٘یض ٘مص ٟٕٔی سا دس ا٘تخبة ضىُ

 ضٛد.استفبدٜ ٔیٚ یب ٔٙحٙی ٞبی خغی اص إِبٖ 1D)دس ٔسبئُ یه ثؼذی )

تٛا٘ٙهذ ٔثّثهی،   ٞب ٔهی دس ٔسبئُ دٚ ثؼذی ٔثُ تٙص ٔسغحٝ، وش٘ص ٔسغحٝ، ٚ خٕص غفحب  إِبٖ

 ٞبی ٔتمبسٖ دیٍش ثبضٙذ.ٚ ضىُٔستغیّی، چٟبس ضّؼی 

ٔ تٛا٘ٙذ ثٝ ضىُٞب ٔیدس ٔسبئُ سٝ ثؼذی ٘یض إِبٖ سهتغیّی، ٔىؼجهی ٚ یهب    ٞبی چٟبس ٚجٟی، ٔٙطهٛس 

 ٟب ثبضٙذ. تشویجی اص آ٘
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ضٛ٘ذ. ثٝ ػجبس  دیٍش ثب تؼییٗ تٛاثهغ   ٔذَ فشْ ضؼیف یب ٔذَ ا٘شطی ثش اسبس تٛاثغ ٚاثستٝ ثٙب ٟ٘بدٜ ٔی

تٛاٖ ثٝ لهُ ٔسهئّٝ    فب٘ىطٙبَ ٔیٚاثستٝ ثشلست تٛاثغ ٔستمُ ٚ جبیٍزاسی آٟ٘ب دس فشْ ضؼیف یب فشْ 

تٛا٘ٙذ یه یب دٚ ٚ یب سٝ تب ثبضٙذ ٚ فضبی ٔسهئّٝ ٞهٓ    تٛاثغ ٚاثستٝ ثب تٛجٝ ثٝ فشْ ٔسئّٝ ٔیپشداخت. 

ثش  ثبضذ وٝ ٔی ا٘شطی یب فشْ ضؼیف ٚ  اصسٚش اجضا ٔحذٚد تٛا٘ذ یه، دٚ ٚ یب سٝ ثؼذی ثبضذ. ضشٚع  ٔی

جهبیی  جبث ٚاثستٝ،. لبَ اٌش ایٗ ٔتریشاست استٛاس ٔسئّٝ یب ٔتریشٞبی ٚاثسٙٝ ٔجٙبی تمشیت صدٖ ٔتریش

یهب تهبثغ    جبثجهبیی ص٘هذ ٔهذَ   شای ٞش إِبٖ تمشیهت ٔهی  ٞب سا ثتبثؼی وٝ ترییشٔىبٖ ،دس ٘ظش ٌشفتٝ ضٛد

 ضٛد.جبیی ٘بٔیذٜ ٔیترییشٔىبٖ یب ٔیذاٖ جبث

 ٌیشیٓ:ای دس ٘ظش ٔیتٛاثغ ترییشٔىبٖ سا ثٝ دتیُ صیش ثٝ غٛس  چٙذ جّٕٝ

 ػّٕیب  سیبضی سٚی ایٗ تٛاثغ سبدٜ است )ٔطتك ٚ ا٘تٍشاَ(. -1

 ای دلت تمشیت سا ثبت ثشد.تٛاٖ ثب ثبت ثشدٖ دسجٝ چٙذ جّٕٝثٝ سالتی ٔی -2

 ثبضهذ دس ٔىب٘یه ٔحیظ پیٛستٝ تبثغ ٔجَٟٛ ٕٞبٖ تبثغ ٚاثستٝ ٔؼبدَ فشْ ضؼیف یب تبثغ فب٘ىطٙبَ ٔی

تٛا٘ذ لذالُ یهه  سٝ ثؼذی ثبضذ. تؼذاد تٛ اثغ ٚاثستٝ ٔی تٛا٘ذ دس فضبی یه ثؼذی، دٚ ثؼذی یبوٝ ٔی

 تبثغ یب ثیطتش ثبضذ.



 

ٝ     ٔستمُ ٔی ٔتریش لبِت یه ثؼذی ٚ ثشای یه دس  nای ٔشتجهٝ  تٛاٖ تمشیهت صیهش سا ثهشای چٙهذ جّٕه

 ثػٛس  صیش ٘ٛضت:
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 ٞبی تؼٕیٓ یبفتٝٞش چٝ تؼذاد ٔختػٝذ.ٙوٙجبیی سا تؼییٗ ٔیضىُ ٔیذاٖ جبث u(x)تؼذاد جٕلا  دس 

 تش خٛاٞذ ثٛد.جٛاة ثٝ جٛاة ٚالؼی ٘ضدیه ذثیطتش ثبض

 ثبضذ.فشْ ٔبتشیسی تبثغ ٚاثستٝ ثػٛس  صیش ٔی
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 تقریة تاتع تغییر هکاى 2-4شکل 

 

 ٔحذٚدٜ إِبٖ

 u(x)=a ثبثت

 u(x)=a+bx+cx2ْدسجٝ دٚ

 u(x)=a+bxخغی 

 جٛاة ٚالؼی

 ٔختػٝ ٞبی تؼٕیٓ یبفتٝ )ضشایت چٙذ جّٕٝ ای( 



 

-دس ٘ظش ٌشفتٗ تؼذاد جٕلا  ثیطتش دس تبثغ ترییشٔىبٖ جٛاة تمشیجی سا ثٝ جٛاة ٚالؼی ٘ضدیىتهش ٔهی  

ثبضذ، لهشاس دادٖ   mای اص دسجٝ وٙذ. اِجتٝ ثبیذ تٛجٝ داضت وٝ اٌش جٛاة ٚالؼی ٔسبِٝ یه چٙذ جّٕٝ

 وٕىی ثٝ ٔب ٘خٛاٞذ وشد. mجٕلا  ثبتتش اص دسجٝ 

ثػٛس   nای ٔشتجٝ تٛاٖ تمشیت صیش سا ثشای چٙذ جّٕٝٔستمُ ٔی ٔتریشثؼذی ٚ ثشای یه  دٚلبِت  دس

 صیش ٘ٛضت:
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ٝ   تٛاٖ تمشیت صیهش سا  ٔستمُ ٔی ٔتریشثؼذی ٚ ثشای یه  سٝلبِت  ٚ دس  nای ٔشتجهٝ  ثهشای چٙهذ جّٕه

 ثػٛس  صیش ٘ٛضت:
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تٛاٖ اص ضىُ ٔثّث خیبْ ٚ یب ٞشْ خیبْ ٕٞب٘ٙهذ   ای ٔی تٛجٝ ضٛد وٝ دس ا٘تخبة تشٟٔبی چٙذ جّٕٝ

 ضىُ صیش استفبدٜ ٕ٘ٛد.

 
 

 ای در فضای دٍ ٍ سِ تعذیهثلث خیام ٍ ّرم خیام ترای چٌذ جولِ 3-4شکل 

 



 

ثش اسبس تؼذاد ٔتریشٞبی ٚاثستٝ ٚ اثؼبد ٔسئّٝ )یه، دٚ یب سٝ ثؼذی( ٔیتٛاٖ ثشای یه ٔحیظ پیٛستٝ 

 ثشای ٔثبَ ثشداس ٔتریش ٚاثستٝ ٔی تٛا٘ذ فشٟٔبی صیش سا داضتٝ ثبضذ:اص تٛاثغ ثبت استفبدٜ ٕ٘ٛد. 
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دس فضبی یه ثؼذی، یب تبثؼی اصٔتریشٞبی  xتٛا٘ذ تبثؼی اصٔتریش ٔستمُ  ٔی [φ]دس سٚاثظ ثبت ٔبتشیس 

دس فضبی سٝ ثؼذی  x,y,zدٚ ثؼذی ٚ یب دس ٟ٘بیت تبثؼی اصٔتریشٞبی ٔستمُ  دس فضبی x,yٔستمُ 

 ثبضذ.
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ثٟجٛد ٔی یبثذ،  دس تحّیُ اجضا ٔحذٚد، دلت جٛاة ثش لست ٍٕٞشایی ٔحبسجب  ٚلتی وٝ ٔص ثٙذی

ثٝ وبس ٌشفتٝ ٔی ضٛد. دس سٚش اَٚ  3سٙجیذٜ ٔی ضٛد. دس لبِت وّی دٚ سٚش دس تػحیح ٔص ثٙذی

ٔؼشٚف است ثب افضایص تؼذاد إِبٖ ٞب یب وٛچه وشدٖ اثؼبد آٖ ٞب h-refinement وٝ ثٝ سٚش 

ثت ثبلی ٔی ٔؼشٚف است، اثؼبد إِبٖ ٞب ثب p-refinement ٕٞشاٜ است. دس سٚش دْٚ وٝ ثٝ سٚش

ٔب٘ذ ٚ تػحیح ٔص ثٙذی ثٝ ٚسیّٝ افضایص ٔشتجٝ چٙذ جّٕٝ ای ٞبی ٔٛسد استفبدٜ دس تٛاثغ 

غٛس  ٔی ٌیشد. ٞذف ٞش دٚ سٚش ٔجب٘ت وشدٖ جٛاة ثٝ ٔمبدیش ثبثتی است وٝ دس ٚالغ  ترییشٔىبٖ

ای ٕٞبٖ جٛاة دلیك ٔسبِٝ است. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ضىُ صیش فشایٙذ ٍٕٞشا ضذٖ جٛاة تمشیجی ثش

 ثیطتشیٗ تٙص وططی ایجبد ضذٜ دس سبصٜ ثب افضایص تؼذاد إِبٖ ٞب، ثٝ جٛاة دلیك سا ٘طبٖ ٔی دٞذ. 

 

 تػحیح ٔص ثٙذیٍٕٞشائی دس  4-4ضىُ 

ٞب ٚ سیضتش وشدٖ ٔص ثٝ جٛاة ٔسئّٝ ٘ضدیهه  تٛاٖ ثب افضایص تؼذاد إِبٖحذٚد ٔیدس سٚش اجضاء ِٔزا 

ثبیهذ  جٟت لػَٛ ایٗ ٍٕٞشائهی   .دادثٝ سٕت ٔمذاس ثبثتی ٔیُ سا  جٛاة یب ثٝ ػجبس  دیٍش ٔمبدیش ضذ

 سا داضتٝ ثبضٙذ: آیذ خبغی وٝ دس ادأٝ ٔی ٞب ضشایظإِبٖا٘تخبة ضذٜ دس تبثغ ترییش ٔىبٖ 

 4ٞبی وبُٔإِبٖ 4-5-1

 ٌشدد وٝ ضشایظ  صیش سا دس ٔذَ تبثغ جبثجبئی داضتٝ ثبضٙذ: إِبٟ٘بی وبُٔ ثٝ إِبٟ٘بئی اعلاق ٔی

ٞبی لشوت غّت ٌٛ٘ٝ إِبٖ ثبضذ؛ یؼٙی جٕلاتی وٝ ا٘هشطی وش٘طهی   ٔذَ جبثجبیی ثبیذ ضبُٔ تشْ -1

 ثبضذ: ثػٛس  صیش ٔی 6ٚ تشْ دٚساٖ 5، دٚ ٔذ غّت ضبُٔ تشْ ا٘تمبَدس إِبٖ تیش ضٛ٘ذ.غفش سا ثبػث ٔی

                                                 

3
 Mesh Refinement 

4 Complete Elements 
5 Translation 
6 Rotation 



 

w=constant ( ا٘تمبَ  ) 

w=bx (ٖدٚسا) 

دس ایهٗ تهشْ    .ضٛ٘ذ ٘یض ثبضذدس إِبٖ ٔی 7ثبثت ٞبیی وٝ سجت وش٘صجبیی ثبیذ ضبُٔ تشْٔذَ جبث -2

 ثبضذ. ٕٞبٖ تشْ ا٘حٙبء یب ٔطتك دْٚ تبثغ ترییش ٔىبٖ ٔی إِبٖ تیش

w=a+bx+cx
2 

( ; ا٘حٙب   d
2
w/dx

2
=2c= وش٘ص ثبثت   ) 

-وٛچه ٚ وهٛچىتش ٔهی   ٚلتی ٞبی ثضسٌتشإِبٖدِیُ ٚجٛد ایٗ تشْ دس تبثغ ترییش ٔىبٖ ایٗ است وٝ 

 سا داضتٝ ثبضٙذ. إِبٖ  ثبثت دسوش٘ص ثبیذ تٛا٘بئی ایجبد ضٛ٘ذ 

 ٌشد٘ذ.إِبٟ٘بی وبُٔ اتلاق ٔی ،سا داضتٝ ثبضٙذ 2ٚ  1إِبٟ٘بئی وٝ ضشط ثٝ 

 

8ٞبی سبصٌبسإِبٖ 4-5-2
 

سا  پیٛستٍی جبثجبئی ٚ ٔطتمب  آٖ ثیٗ إِبٟ٘ب طٌشدد وٝ ضش إِبٟ٘بی سبصٌبس ثٝ إِبٟ٘بئی اعلاق ٔی

 جبثجبئی داضتٝ ثبضٙذ. دس ٔذَ تبثغ

تضٕیٗ وٙذ. ٞش چٙذ  تٛا٘ذ ٍٕٞشائی سا  جبثجبئی ٚ ٔطتمب  آٖ ثیٗ إِبٟ٘ب، ٔیپیٛستٍی ٚجٛد  -3

 ،اسٜ ٔٛضٛػی ثحث ثشاٍ٘یض ثٛدٜ استٕٞٛدس ٔشصٞبی إِبٖ ٔطتمب  آٖ  ٚ جبییپیٛستٍی جبثضشٚط 

 یىٙٛاخت ا٘شطی پتب٘سیُ وُ است.ضشط وبفی ثشای ٍٕٞشایی ٚ ٔطتمب  آٖ  جبییپیٛستٍی جبثِیىٗ 

 ضٛ٘ذ.صٜ یب ا٘ؼغبف پزیشی ثبتتش آٖ ٔیٞبی غیش سبصٌبس ایٗ است وٝ سجت سختی وٕتش سبػیت إِبٖ

ثبضذ mدس ایٗ جب ثبص یبدآٚسی ٔی ضٛد وٝ اٌش ثبتتشیٗ ٔطتك ٔٛجٛد دس فب٘ىطٙبَ یه ٔسبِٝ اص ٔشتجٝ

1mCٔسبِٝ اص ٘ٛع  ِٝثبیذ ثش سٚی ٔشصٞبی إِبٖ تب ٔطتك ٔشتجٝ  )تبثغ ٚاثستٝ(خٛاٞذ ثٛد ٚ ٔتریش ٔسب

1m 0پیٛستٝ ثبضذ. ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ دس ٔسبئُ اػضبی ٔحٛسی وٝ اص ٘ٛعC  ِٝٞستٙذ ثبیذ ٔتریش ٔسب

ساستبی ٔحٛس ػضٛ است پیٛستٍی تٟٙب ثبیذ تب ٔطتك ٔشتجٝ غفش )خٛد تبثغ  وٝ ٕٞبٖ ترییشٔىبٖ دس

ترییشٔىبٖ( دس ٔشصٞبی إِبٖ اسضب ٌشدد. دس جذَٚ صیش ایٗ ضشایظ پیٛستٍی ثشای چٙذ ٕ٘ٛ٘ٝ اص ٔسبئُ 

 ٔختّف آٚسدٜ ضذٜ است:

                                                 

7 Constant Strain 
8 Compatible(Conforming)  Elements 



 

 

ٔتریشٞبیی وٝ ثبیذ ثش سٚی ٔشص إِبٖ ٞب 

 پیٛستٝ ثبضٙذ

 ٘ٛع ٔسبِٝ ٔتریش ٔسبِٝ ٘ٛع ٔسبِٝ

u 0C ترییش ٔىبٖ عِٛی( )u اػضبی ٔحٛسی 

T 0C  دٔب( )T  ا٘تمبَ لشاس 

, xv v 1C ترییش ٔىبٖ ػشضی( )v اػضبی خٕطی 

 پیٛستٍی دس ٔسبئُ ٔختّف 1-4جذَٚ 

C دس ٔسبئُ تصْ ثٝ روش است وٝ 
تٟٙب  w،wx ،wyٚwnجبی پیٛستٍی ثٝ  دس فظبی دٚ ثؼذی1

 وبفی است.دس ٔشصٞب  wٚ wnپیٛستٍی

 ٚ سٝ ثؼذی ٘یض ثبیذ سػبیت ضٛد. دس لبت  دٚ ثؼذی 9ٕٞسب٘ی فضبیی -4

 یؼٙی دس غٛس  داضتٗ یه ػجبس  ثبیذ لشیٙٝ آٖ سا ٘یض دس ٘ظش ثٍیشیٓ )ٔغبثك ٔثّث خیبْ پبسٍبَ

 x. ٔثلا ٞشٌبٜ (5-4 ٚ 3-4ضىُ
2
 y  سا دس ٘ظش ٌشفتیٓ ثبیذy

2
 x .ٓثذٖٚ دس ٘ظش  سا ٘یض دس ٘ظش ثٍیشی

ضٛد تب ٍٕٞشایی ٚ ایٗ وبس سجت ٔی   ثٍیشدٙذی غٛسوٌشفتٗ لبػذٜ ثبت ٍٕٞشایی ٕٔىٗ است ثٝ 

 تش غٛس  ٌیشد.سشیغ

     
2 2

3 2 2 3

4 3 2 2 3 4

5 4 3 2 2 3 4 5

1 tan

int

Cons t term

x y Linear terms

x xy y quadratic terms

x x y xy y Cubic terms

x x y x y xy y quartic terms

x x y x y x y xy y qu ic terms

 

  

 دس فضبی دٚ ثؼذی ٔثّث خیبْ پبسٍبَ 5-4ضىُ 

 داسیٓ:دٚ ا٘تخبة صیش سا جّٕٝ  8ترییش ٔىبٖ دسجٝ سْٛ ثب تب ثغ ثٝ ػٙٛاٖ ٔثبَ ثشای یه 

xثبثت + تشٟٔبی خغی + تشٟٔبی دسجٝ دٚ +   (اِف
3  ٚ y

3 

x ثبثت + تشٟٔبی خغی + تشٟٔبی دسجٝ دٚ +   ة(
2
y  ٚ xy

2
     

                                                 

9 Spatial Isotropy 

 تشٟٔبی دسجٝ پٙج

 تشٟٔبی دسجٝ چٟبس

 تشٟٔبی دسجٝ سٝ

 تشْ ثبثت

 تشٟٔبی خغی

 تشٟٔبی دسجٝ دٚ



 

تش اص آ٘چٝ ٞست دس ٘ظش ضٛد تب سبصٜ سختٔحذٚد فشَٔٛ ثٙذی جبثجبیی سجت ٔی ءدس سٚش اجضا

ٚالؼی  لبِتیؼٙی ضشایت سختی ثشای یه ٔذَ جبثجبیی ٔؼّْٛ ا٘ذاصٜ ثضسٌتشی ٘سجت ثٝ ٌشفتٝ ضٛد 

 ضٛ٘ذ(.ٞب وٕتش اص ٔمذاس ٚالؼی ٔیترییشٔىبٖٔمذاس ٔحبسجٝ ضذٜ )دس ایٗ لبِت  ٘ذ.ساسیستٓ د

ٞب ثٝ شیجی ثشای ترییشٔىبٖٞبی تمضٛ٘ذ جٛاةٞب دس سٚش اجضا ٔحذٚد وٛچىتش ٔیٍٞٙبٔیىٝ إِبٖ

دس ایٗ لبِت ا٘شطی پتب٘سیُ وُ اص ثبت ثٝ سٕت ا٘شطی  ضٛ٘ذ.ثیطتش ٘ضدیه ٔیٞبی دلیك جٛاة

 وٙذ.پتب٘سیُ وُ ٚالؼی سیستٓ ٔیُ ٔی

 ایدرجات آزادی گرُ  4-6

ترییشضىُ دس ٞبی تصْ ثشای ثیبٖ وبُٔ ٞب، ٚ یب وش٘صای، دٚساٖٞبی ٌشٜترییشٔىبٖاص دسجب  آصادی ثٝ 

وٕتشیٗ تؼهذاد دسجهب  آصادی ثهشای یهه ٔسهبِٝ ٔؼّهْٛ ثهٝ ٚسهیّٝ          ضٛد.، یبد ٔیٔحذٚد ءسٚش اجضا

التیبجب  وبُٔ ثٛدٖ إِبٖ ثشای ٍٕٞشایی، اِضأب  ٕٞسبٖ ثٛدٖ ٞٙذسی ٚ ضشط وهبفی ثهٛدٖ تؼهذاد    

 ضٛد. جٕلا  دس تبثغ ا٘شطی پتب٘سیُ  تؼییٗ ٔی

ثٝ  ذیإِبٖ ظبٞش ٌشد٘ذ ثب هی شٔىبٖییدس تبثغ تر ذیوٝ ثب ای‌ذ جّٕٝثبثت چٙ تیا٘تخبة تؼذاد ضشا یثشا

إِهبٖ   یدسجهب  آصاد  بیه  ٞب¬تؼذاد ٌشٜ یثضسٌتش ٔسبٚ ذیثب تیضشا ٗی٘ىتٝ دلت ضٛد وٝ  تؼذاد ا ٗیا

 (.ش٘ذیٌ‌یٔ س٘ظشد یسا ثشاثش ٕٞبٖ تؼذاد دسجب  آصاد ای‌چٙذ جّٕٝ تیثبضٙذ. )ٔؼٕٛت تؼذاد ضشا

. ثخطذ¬یتؼبدَ دس داخُ إِبٖ سا ثٟجٛد ٔ تیاست ٚ تمش یداخّ ٞبی‌ٔشثٛط ثٝ ٌشٜ تیضشا صیافضا ٗیا

 یشپزی¬ا٘ؼغبف طتشیث یاضبف یٞستٙذ. دسجب  آصاد ٝیلبثُ تٛج یاضبف تیاص ضشا یثٝ ٘ذس  تؼذاد وٕ

 ٗیه ا شایه ص ضهٛد  یثشسس ذیٔٛضٛع ثب ٗیا یِٚ وٙٙذ¬یإِبٖ سا وٓ ٔ یسا ثٝ د٘جبَ داس٘ذ ٚ سخت یثبتتش

 .ٌشدد¬یإِبٖ ٔ یثشا ثٙذی¬فشَٔٛ یذٌیچیسجت پ صیافضا

ٞهبی ثب٘ٛیهٝ   اضبفٝ وشدٖ ٌهشٜ اص عشیك تٛا٘ذ ٔی ،وٕتشیٗ تؼذاد تصْٔبصاد ثش دسجب  آصادی اضبفٝ ضذٜ 

ست ٞب دس ٕٞبٖ ٘مبط لجّی ثذٔىبٖترییش ب ضبُٔ ٔطتمٔبصاد وشدٖ دسجب  آصادی  ثب تؼییٗخبسجی یب 

 .آیذ

سٚش اجضاء ٔحذٚد ثش اسبس تمشیت تٛاثغ ٔتریش ٚاثستٝ دس یه دستٍبٜ ٔختػب  تؼجیٝ ضذٜ سٚی إِبٖ 

دسجٝ آصادی  kٌشٜ ٚ دس ٞش ٌشٜ داسای  mدس داخُ إِبٖ ثٙب ٟ٘بدٜ ضذٜ است. ثشای یه إِبٖ وٝ داسای 

 :(n=m×k) ٔیجبضذ، ٔی تٛاٖ ثشداس دسجٝ آصادی إِبٖ سا ثػٛس  صیش ٘ٛضت
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وٝ تؼهذاد دسجهب  آصادی ٞهش ٌهشٜ      kتب  1ثبضذ وٝ اص   اْ ٔی iاْ دس ٌشٜ  jدسجٝ آصادی ‌δijدس سٚاثظ ثبت 

ٞب، ٚ یب ای، دٚساٖٞبی ٌشٜترییشٔىبٖ تٛا٘ذ دسجب  آصادی ٕٞبٍ٘ٛ٘ٝ وٝ ثیبٖ ضذ ٔی وٙذ. است ترییش ٔی

. تؼهذاد وهُ دسجهب     ضهٛد ٔحذٚد، یبد ٔهی  ءدس سٚش اجضاٞبی تصْ ثشای ثیبٖ وبُٔ ترییشضىُ وش٘ص

 ثبضذ. ٔی n=m×kآصادی إِبٖ ثشاثش ثب 

 تمشیت تٛاثغ ٚاثستٝ ثشای یبفتٗ دسجب  آصادی دس ٌشٜ ٞب سا ثش لست ٘ٛع ٔسئّٝ ٚ ثب استفبدٜ اص سٚاثظ  

آصادی دس ٞش ٌشٜ تٛاٖ تؼییٗ ٕ٘ٛد. ثشای ثشداس دسجٝ  ٔی 5-4یب دس لبِت وّی  4ٚ-4ٚ یب  4-3ٚ  4-2

 تٛاٖ ٘ٛضت: ٔی
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 ٌشدد. ثب جبیٍضیٙی ایٗ ساثغٝ دس ساثغٝ دسجٝ آصادی إِبٖ، ساثغٝ صیش لبغُ ٔی
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 سسیٓ: ثب ٔؼىٛس وشدٖ ساثغٝ ثبت ثٝ ساثغٝ صیش ٔی

4-9  1{ } [ ] eT  

 ٌشدد. لشاس داد وٝ ٘تیجٝ صیش لبغُ ٔی 5-4تٛاٖ دس ساثغٝ  ثبت سا ٔیساثغٝ 
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٘بٔٙذ وٝ ساثغٝ ثیٗ دسجب  آصادی ٚ تٛاثغ ٔتریشٞبی ٚاثستٝ سا ٘طبٖ  سا ٔبتشیس ضىُ ٔی [N]ٔبتشیس 

ٞهب   دٞذ. ثٝ ػجبس  دیٍش ایهٗ ساثغهٝ ٔمهبدیش ٔتریشٞهبی ٚاثسهتٝ سا ثهش لسهت دسجهب  آصادی ٌهشٜ          ٔی

 وٙذ.    ایٙتشپلاسیٖٛ ٔی

تهٛاٖ   سا ٔهی اٖ ٔذَ ترییشٔىبٖ ثٝ ػٙٛ u  ٚvدس فضبی دٚ ثؼذی ثب دٚ تبثغ ٚاثستٝ سٚاثظ ثبت ثشای ٔثبَ 

 :ثػٛس  صیش ٘ٛضت

4-11 2 2

1 2 3 4 5 6

2 2

1 2 3 4 5 6 2

( , ) .....

( , ) .....

n

m

n

m m m m m m m

u x y x y x xy y y

x y x y x xy y y

      

            

      

      
 

u ٚv  ثٝ تشتیت ترییشٔىبٖ دس جٟتx ٚ y.تصْ ثٝ روش است وٝ تصْ ٘یست وٝ دس تٕبْ ٔٛالهغ   ٞستٙذ

تٛاثغ ٚاثستٝ اص ٔشتجٝ یىسب٘ی ثشخٛسداس ثبضٙذ ثجض دس ٔسهبئُ اتستیسهیتٝ وهٝ ٔؼٕهٛت اص یهه ٔشتجهٝ       

 ٞستٙذ.
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 . تٛاٖ سبخت ٔی (u,v,w)( ثشای D-3ثؼذی )ضجیٝ ٕٞیٗ سٚاثظ سا ثشای لبِت سٝ

ٞبی سٚش اجضا ٔحذٚد است. یه ضىُ ٔمذٔبتی اص ٔذَ 11ٞبی تؼٕیٓ یبفتٝترییشٔىبٖ ٔختػٝٔذَ 

ثٙذی ای ٚجٛد داسد وٝ سِٟٛت ثیطتشی سا دس فشَٔٛ٘یض اص ٔیذاٖ ترییشٔىبٖ چٙذجّٕٝ یه ثیبٖ دیٍش

 . ذ وٝ دس فػّٟبی ثؼذ ثٝ آٖ ٔیپشداصیٓوٙٞب ایجبد ٔیٔؼبدت  پبیٝ ثشای إِبٖ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 

11  Generalized coordinates displacement model 



 

تبثغ ترییش ٔىبٖ ٔحٛسی ثٝ غٛس  ریُ است، ثبثت وٙیذ وٝ تبثغ ترییش ٔىبٖ  ػضٛ ٔحٛسی دس -1ٔثبَ

  ضشایظ سبصٌبسی سا اسضب ٔی وٙذ.

  

 

 

 

إِبٖ ٔحٛسی 6-4ضىُ   

1 2( ) 1
x x

u x u u
l l

   
     
     

Cثب تٛجٝ ثٝ ایٙىٝ ٔسبِٝ ٘یشٚی ٔحٛسی اص ٘ٛع   
دس ٘مبط     uاست ثبیذ ٘طبٖ دٞیٓ وٝ ٔتریش     0

 :ٔشصی إِبٖ ٞب پیٛستٝ است. ثشای ایٗ ٔٙظٛس دٚ إِبٖ ٔجبٚس ٞٓ سا ثٝ غٛس  صیش دس ٘ظش ٔی ٌیشیٓ

 

 

 

ٔجبٚس یىذیٍش إِبٖ ٔحٛسیدٚ  7-4ضىُ   

 ، تبثغ ترییش ٔىبٖ ثٝ غٛس  صیش ثیبٖ ٔی ضٛد:nدس إِبٖ

( ) 1n i j

x x
u x u u

l l

   
     
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 ، ٘یض تبثغ ترییش ٔىبٖ ػجبس  صیش است:1nدس إِبٖ

1( ) 1n j k

x x
u x u u

l l


   
     
    

 ثب ٞٓ ثشاثش ثبضذ:  jثشای اسضبی ضشط پیٛستٍی ثبیذ ٔمذاس ترییشٔىبٖ دٚ إِبٖ دس ٌشٜ  

1

( )

(0)

n j

n j

u l u

u u



 

 پس ٘تیجٝ ٔی ضٛد وٝ ضشط سبصٌبسی اسضب ضذٜ است.

𝑢1 

𝑥 = 0 
𝑥 = 𝑙 

𝑢2 

𝐹1 𝐹2 

𝑥 

   

  



 

آٖ سا ُ یتهبثغ تجهذ  إِبٖ تیهش سا ٘طهبٖ دادٜ ٚ   ٚ سا تؼییٗ تبثغ ترییش ضىُ ػشضی تیش خٕطی  :2هثال 

 ثذست آٚسیذ. 

 :ای دسجٝ دٚ ٘ٛضتتٛاٖ ثش لست یه تبثغ چٙذ جّٕٝسا ٔی تیشترییشٔىبٖ ثشای تبثغ ٔذَ 
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cxbxaw
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. ایٗ تبثغ وٙٙذوٝ لشوت غّت سا ثیبٖ ٔی ثبضذٔی ٞبییضبُٔ تشْ ضىُضٛد وٝ تبثغ ترییشٔطبٞذٜ ٔی

ٞب ٔتٙبست ثب ٔطهتك دْٚ  وش٘ص) ٘یض ٞست ،وٙٙذص ثبثت سا ایجبد ٔیٞبیی وٝ وشٕ٘ٞچٙیٗ ضبُٔ تشْ

w وٕتشیٗ دسجٝ  ِزاپس ضشط وبُٔ ثٛدٖ إِبٖ اسضب ضذٜ است. . (ٞستٙذw   ٖجٟت وبُٔ ثٛدٖ إِهب

 ثبضذ.ٔیدسجٝ دْٚ  تبثغ اص

Cثب تٛجٝ ثٝ ٘ٛع ٔسئّٝ وٝ  ثٛدٖ إِبٖ سبصٌبسثشای 
دس ٔشص ٔطتشن  w  ٚwxثبضذ ٘یبص ثٝ پیٛستٍیٔی 1

تٛاٖ ثٝ پیٛستٍی تبثغ ترییش دس٘مبط ا٘تٟبئی إِبٖ ٔی w1 , w2دسجب  آصادی ٞبسا داسیٓ. ثب تؼییٗ  إِبٖ

دس دٚ  wx1 (1)  ٚ wx2 (2)٘یبصٔٙذ تؼشیف دٚ دسجٝ آصادی دیٍش wxٔىبٖ دست یبفت. ثشای پیٛستٍی 

 ٞستیٓ.ا٘تٟبی إِبٖ 

 .٘یبصی ثٝ ٕٞسب٘ی ٞٙذسی ٘ذاسیٓاست، ٔب  xتٟٙب تبثؼی اص  wچٖٛ 

 

 إِبٖ تیش خٕطی ثب چٟبس دسجٝ آصادی 8-4ضىُ 

ٚ  lتؼشیف ضذٜ سا دس ٘ظش ثٍیشیذ. عهَٛ إِهبٖ ثشاثهش     1ٚ2ٞبی إِبٖ صیش سا وٝ ٔغبثك ضىُ تٛسظ ٌشٜ

 لشاس داسد.  P(x)است ٚ تحت ثبس  EIسختی خٕطی آٖ ثبثت ٚ ثشاثش 

1 2 

W1 W2 

1 2 

 لشوت غّت ٌٛ٘ٝ دٚسا٘ی

 لشوت غّت ٌٛ٘ٝ ا٘تمبِی

وههش٘ص ثبثههت )ا٘حٙههبی   

ثبثت( 

lٖعَٛ إِب; 



 

 

 ترییش ٔىبٖ إِبٖ تیش خٕطی ثب چٟبس دسجٝ آصادی تحت اثش ثبس خبسجی 9-4ضىُ 

تبثغ ترییشٔىبٖ  دسجٝ آصادی دس إِبٖ تؼشیف ٔی وٙیٓ. 4سا ثٝ ػٙٛاٖ w1  ٚw2 ٚ1 ٚ2ترییشٔىبٖ ٞبی 

ٓ ٔغبثك صیش دس ٘ظش ٔهی  xای دس جٝ سٝ اص دس داخُ إِبٖ سا ٘یض یه چٙذ جّٕٝ ٚ ثهذیٗ تشتیهت    ٌیهشی

 ٌشدد وٝ داسیٓ: ثشاثش تؼذاد ٔختػٝ ٞبی تؼٕیٓ یبفتٝ ٔی  آصادی تؼذاد دسجب

32 dxcxbxaw  

تبثغ ترییشٔىبٖ ٔب داسای چٟبس ثبثت ٔجَٟٛ است وٝ دلیمب ثشاثش تؼذاد دسجب  آصادی تؼشیف ضذٜ ثهشای  

 إِبٖ است. 
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{δ}ٝوٝ ثبضذ آصادی إِبٖ ٔی ثشداس دسجn .تؼذاد وُ دسجب  آصادی ٔٛجٛد دس إِبٖ است 
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 ای( ػجبستٙذ اص:جّٕٝ )ضشایت چٙذ ٞبی تؼٕیٓ یبفتٝاستجبط ثیٗ دسجب  آصادی ٚ ٔختػٝ
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 [N]ثشداس ضٛ٘ذ. ثیبٖ ٔی {}ٞب دس ٞش ٘مغٝ داخُ إِبٖ ثش لست ثشداس دسجب  آصادی إِبٖ ترییشٔىبٖ

 وٙهذ.  ٘بٔٙذ وٝ استجبط ثیٗ دسجب  آصادی إِبٖ ٚ تبثغ ترییش ٔىبٖ سا ٔطخع ٔی سا ثشداس تبثغ ضىُ ٔی

است.  بثی ضذٜی تؼجیش دیٍش ایٗ ساثغٝ ایٗ است وٝ تبثغ ترییش ٔىبٖ ثش لست دسجب  آصادی إِبٖ دسٖٚ

داسیهٓ وهٝ    [T]٘یبص ثٝ ٔؼىٛس وشدٖ ثشداس تجهذیُ   [N]تٛاٖ دسیبفت وٝ  دس ایٗ سٚش جٟت یبفتٗ ٔی

ثشای ٞش إِبٖ ا٘جبْ ایٗ وبس صٔب٘جش خٛاٞذ ثٛد. ِزا دس سٚضی دیٍش وٝ  ثٝ اختػبس دس ٔثبَ ثؼهذ خهٛاٞٓ   

 آٚسد ایٗ ٔطىُ ٔشتفغ خٛاٞذ ضذ.

 

 

 

 

 

 

 



 

 ای ثش لست دسجب  آصادیضشایت چٙذجّٕٝسٚضی دیٍش ثشای ثذست آٚسدٖ : 3ٔثبَ 

 داسیٓ: 8-4ثش اسبس دسجب  آصادی تؼشیف ضذٜ دس إِبٖ تیش ٘طبٖ دادٜ ضذٜ دس ضىُ 
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ثذسهت   ,1θw1,w2,θ2سا ثهش لسهت دسجهب  آصادی     a,b,c,dثب لُ چٟبس ٔؼبدِٝ ٚ چٟبس ٔجَٟٛ ضشایت 
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 سا دس تبثغ ترییشٔىبٖ لشاس دٞیٓ: ,1θw1,w2,θ2ٔمذاس آٟ٘ب ثش لست  a,b,c,dلبَ اٌش جبی ضشایت 
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ثیهبٖ   تٛا٘یٓ تبثغ ترییشٔىبٖ تیش سا ثهش لسهت   ، ٔی =x/lثب ثٝ وبسٌیشی سیستٓ ٔختػب  ثذٖٚ ثؼذ 

 وٙیٓ:
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تٛاثغ ضىُ ػجبستٙذ اص: ٘بٔٙذ.ٞب سا اغّت تٛاثغ دسٚ٘یبثی )ایٙتشپلاسیٖٛ( یب تٛاثغ ضىُ ٔی i وٝ 
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 إِبٖ تیش تٛاثغ ضىُ، ٞب i ثیبٖ ٌشافیىی 11-4ضىُ 
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تبثغ ترییش ٔىبٖ ضشایظ سبصٌبسی دس آٖ ثبثت وٙیذ وٝ سا  2ٔؼشفی ضذٜ دس ٔثبَ  خٕطی إِبٖ. 4ٔثبَ

 سا اسضب ٔی وٙذ.

 

 

 

 

 

 

 

تیشإِبٖ  11-4ضىُ   
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 لُ: 

دس ٘مبط  صٚ ٔطتك ٔشتجٝ اِٚ wاست ثبیذ ٘طبٖ دٞیٓ وٝ ٔتریش   C1ثب تٛجٝ ثٝ ایٙىٝ ٔسبِٝ اص ٘ٛع 

 ٔشصی إِبٖ ٞب پیٛستٝ است. ثشای ایٗ ٔٙظٛس دٚ إِبٖ ٔجبٚس ٞٓ سا ثٝ غٛس  صیش دس ٘ظش ٔی ٌیشیٓ:

 

 

 

تیش ٔجبٚس یىذیٍشإِبٖ دٚ  12-4ضىُ   

 ، تبثغ ترییش ٔىبٖ ٚ ضیت ثٝ تشتیت ثٝ غٛس  صیش ثیبٖ ٔی ضٛد:nدس إِبٖ
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dθ

dx
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dθ

dx
 
𝑥=0

 



 

 ، ٘یض تبثغ ترییش ٔىبٖ ٚ ضیت ثٝ تشتیت ػجبس  صیش است:1nدس إِبٖ
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 ثب ٞٓ ثشاثش ثبضذ:  jثشای اسضبی ضشط پیٛستٍی ثبیذ ٔمذاس ترییشٔىبٖ ٚ ضیت دٚ إِبٖ دس ٌشٜ  

1 1
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 پس ٘تیجٝ ٔی ضٛد وٝ ضشط سبصٌبسی اسضب ضذٜ است.

وٝ اسضبی ضشایظ سبصٌبسی داسای ٔفْٟٛ فیضیىی است. دس ٔسبئُ سبصٜ ای ٚثبسٜ یبدآٚس ضذ ثبیذ د

پیٛستٍی ترییشٔىبٖ ٞب دس ٚالغ ػذْ ٚجٛد لفشٜ یب جبی خبِی دس سبصٜ دس فشایٙذ ٔذِسبصی سا ٘طبٖ 

ٔی دٞذ. ٚ یب ثٝ عٛس ٔثبَ پیٛستٍی ضیت ٞب ٔی تٛا٘ذ ٘طبٍ٘ش ػذْ ٚجٛد پیچ خٛسدٌی دس سبصٜ ثبضذ. 

بَ لشاس  ٘یض ضشایظ سبصٌبسی اص ایجبد پشش ٞبی ٘بپیٛستٝ دس تٛصیغ دٔب وٝ عجك فیضیه دس ٔسبِٝ ا٘تم

 ٔسبِٝ لبثُ لجَٛ ٘یست جٌّٛیشی ٔی وٙذ. 

 فرم کلی اًرشی پتاًسیل ترای یک جسن الاستیک خطی 4-7

فشْ وّی ا٘شطی پتب٘سیُ ثشای یه جسٓ اتستیه خغی سا ثٝ غٛس  صیش ٘طبٖ ٚ سْٛ دس فػُ دْٚ 

 دادیٓ:

    1

( )

( , , )

T

Bx By Bz Tx Ty Tz

V V S

U W

U Strain Energy

W P Potential Energy of the Applied Loads body forces and surface traction

u v w dV F u F v F w dV F u F v F w dS



 

 



  

        

 

ا٘شطی پتب٘سیُ ٘بضی اص ثبسٞبی اػٕبِی خبسجی )٘یشٚٞبی جشٔی ٚ   Wا٘شطی وش٘طی ٚ Uوٝ دس آٖ 

 χ(u,v,w)سغحی است وٝ ٘یشٚٞبی سغحی سٚی آٖ تؼشیف ضذٜ ا٘ذ.  ST ثبضذ. ٘یشٚ ٞبی سغحی( ٔی

ا٘شطی وش٘طی دس ٚالذ لجٓ است )چٍبِی ا٘شطی وش٘طی(. دٚ ا٘تٍشاَ آخشی، وبس ا٘جبْ ضذٜ تٛسظ 



 

, جشٔی٘یشٚٞبی خبسجی وٝ ضبُٔ ٘یشٚٞبی  ,Bx By BzF F F٘یشٚٞبی سغحی ٚ , ,Tx Ty TzF F F  است، سا

 أتشٞب است.ثیبٖ ٔی وٙٙذ. ػلأت ثبس ٘یض ٘طبٖ دٞٙذٜ ٔطخع ثٛدٖ ٔمبدیش پبس

 تٛاٖ ثش لست سٚاثظ اسائٝ ضذٜ ثػٛس  صیش ٘ٛضت: ا٘شطی وش٘طی سا ٔی
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 وٝ دس آٖ:
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 ثب تٛجٝ ثٝ تؼشیف وش٘ص ٔی تٛاٖ ٘ٛضت:

    L U  

تٙص ٞب ٘یض تٛسظ ٔبتشیس اتستیسیتٝ C  .وٝ لجلا ثذست آٔذ، ثٝ تٙص ٞب ٔشثٛط ٔی ضٛ٘ذ 
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ِٕبٖ ثٝ غٛس  صیش تمشیت صدٜ ضٛ٘ذلبَ اٌش تٛاثغ ترییشٔىبٖ دس داخُ ٞش ا  
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ٚ ا٘شطی وش٘طی سا ثشای  ٗ وشدٜس داخُ ساثغٝ ا٘شطی وش٘طی جبیٍضیٔؼبدت  وست ضذٜ دس لجُ سا د

 یه إِبٖ ٔحبسجٝ ٔی وٙیٓ:
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}دلت داسیٓ وٝ  }e ٔستمُ اص, ,x y z.است 

)ٔمبدیش ترییش ٔىبٟ٘ب دس ایٗ ٔشصٞب ثشاثش غهفش  دس ایٗ جب فشؼ ٔی ضٛد وٝ ضشایظ ٔشصی ٍٕٞٗ ٞستٙذ

 ٟهبی تشٔٚ ا٘شطی پتب٘سیُ ضبُٔ  دس فشْ ا٘شطی پتب٘سیُ سا ٘خٛاٞیٓ داضت، پس ا٘تٍشاَ آخشی ٞستٙذ(

 ٘یض ػجبس  است اص:جشٔی ٔشثٛط ثٝ ٘یشٚٞبی 
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  یب ٕٞبٖ ا٘شطی پتب٘یسُ ٘بضی اص آٖ ٞب است. جشٔیساثغٝ ثبت دس ٚالغ وبس ا٘جبْ ضذٜ تٛسظ ٘یشٚٞبی 

 ا٘شطی پتب٘سیُ وُ إِبٖ سا ثٝ غٛس  صیش ثیبٖ وشد:لبَ ٔی تٛاٖ 
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 تٛاٖ پبیب ٕ٘ٛدٖ تبثغ ا٘شطی پتب٘سیُ سا ثػٛس  صیش ٘ٛضت: ثٝ وٕه لسبة ترییشا  ٔی
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}ثشاسبس ایٗ وٝ }e ٔستمُ اص, ,x y z:ٓاست، داسی 
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 وٝ دس آٖ:
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 ثبضٙذ. یبفت وٝ ٔبتشیسٟبی فٛق ثتشتیت ٔبتشیس سختی ٚ ٔبتشیس ثبس ٔؼبدَ یه إِبٖ ٔیدستٛاٖ  ٔی

 
 



 

 ًظریِ اًرشی پتاًسیل ترای گسستِ سازی رٍش اجسا هحذٍد  4-8

تٛاٖ ثشاثش ٔجٕٛع ا٘شطیٟبی پتب٘سیُ تٕبْ إِبٟ٘بی تطىیُ دٞٙذٜ  سیستٓ سا ٔیا٘شطی پتب٘سیُ وُ یه 

 تٓ دا٘ست. ثذیٗ تشتیت ثشای ا٘شطی پتب٘سیُ سیستٓ داسیٓ:ساٖ سی
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 تب ایٙجب ثشای یه إِبٖ ثبثت وشدیٓ وٝ:
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ثشداس ثبس دس ساثغٝ ثبت اثشا  تٕبْ  ضٙبسیٓ.ٔیتحت اثش جشْ ٔبتشیس سختی ٚ ثشداس ثبس سا ثشای ٞش إِبٖ 

ضهٛ٘ذ ا٘هشطی وهُ ثشاثهش     ٞب دس وٙبس یىذیٍش لهشاس دادٜ ٔهی  لبَ صٔب٘ی وٝ إِبٌٖشدد.  ثبسٞب سا ضبُٔ ٔی

 ٞب خٛاٞذ ثٛد.ٔجٕٛع ا٘شطی ته ته إِبٖ

ٝ ، N1{X}شٜ ای ثشای وُ سبصٜ ثٝ غٛس  ثب تؼشیف ثشداس ترییشٔىبٖ ٌ دس آٖ تؼهذاد وهُ دسجهب      Nوه

 ، داسیٓ:دسجٝ آصادی است nآصادی سبصٜ است ٚ ٞش إِبٖ ٘یض داسای 
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 ، ثشداس ترییشٔىبٖ وُ ٚ ثشداس ثبس وُ ٞستٙذ.ثٝ تشتیت ٔبتشیس سختی وُ[K] ٚ{X}،{F}وٝ 

آٖ (  (تجٝ اَٚٔغبثك صیش ٚاسیبسیٖٛ ٔشثب پبیب ٕ٘ٛدٖ آٖ وشدٖ تبثغ ا٘شطی پتب٘سیُ وُ  ٓثشای ٔیٙیٕ

 دٞیٓ:سا ثشاثش غفش لشاس ٔی
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 داسیٓ:ٚ  پس تشاٟ٘بدٜ اش ٔی وٙیٓثٛدٖ لبغُ فٛق، اسىبِش ثب تٛجٝ ثٝ 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ }T TX K X X K X  

 دس ٘تیجٝ:

 { } [ ] { } { } 0T TX K F X    

‌اختیاری‌است:‌{δX}چٖٛ 

 

 ثب تشاٟ٘بدٜ وشدٖ داسیٓ:
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 دٞیٓ وٝ دس ٚالغ ٔسبِٝ اص ٘ٛع ٔیٙیٕٓ است: ٘طبٖ ٔی ثب ٌشفتٗ ٚاسیبسیٖٛ ٔشتجٝ دْٚ اص 
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.دٚثبس ٚاسیبسیٖٛ ٌشفتٗ اص یه تشْ ٕٞیطٝ ثشاثش غفش استتٛجٝ ضٛد وٝ لبغُ  

 

  :است پس  11یه ٔبتشیس ٔثجت ٔؼیٗ [K]اختیبسی است ٚ{X} چٖٛ 

4-21 { } [ ]{ } 0TX K X  

 ثب:ثشاثش است دس یه ٔسبِٝ ٌسستٝ  ٚ ٔمذاس آٖ ٔیٙیٕٓ است  πوٝ ثش ایٗ اسبس 
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11 Positive definite 

{ } [ ] { } 0T TX K F 



 

 وشدٖ ٔبتشیس سختی ٚ ثشداس ثبس (یىپبسچٝاسٕجُ ) 4-8-1

ٖ ٞب استفبدٜ ٔیای ثٝ ػٙٛاٖ اسبس اسٕجُ وشدٖ إِبٖسبصٌبسی ٌشٜ ٞهبی ٔجهبٚس یهه ٌهشٜ     ضٛد. إِهب

ثهش  یىسبٖ ٔثُ ا٘تمبَ یب وش٘ص، ا٘حٙب، یب دیٍش ٔطتمب    جبثجهبیی   دسجب  آصادیٔطخع ثبیذ داسای 

ٞب ا٘ذ، ثبسٞب ثب ٞٓ تغبثك پیذا وشدٜٞب دس ٌشٜچٖٛ ترییشٔىبٖیىسبٖ ثبضٙذ. ٞبی فضبیی لست ٔختػب 

ٔب لٛا٘یٗ ٚاسیبسیٖٛ سا ثشای إِبٖ ثٝ وبس ثهشدیٓ. اوٙهٖٛ    ضٛ٘ذ.ٞب اضبفٝ ٔیٞب ٘یض ثٝ ایٗ ٔىبٖٚ سختی

 nفهشؼ وٙیهذ إِهبٖ داسای     ٌیشیٓ. ٞبی اسٕجُ ضذٜ )سبصٜ اغّی( ثٝ وبس ٔیایٗ لٛا٘یٗ سا ثشای إِبٖ

است. ٚ ثشداس ثبس ) ضبُٔ تٕبْ ثبسٞبی ٚاسد ثش  13وّی دیدسجٝ آصا Nٚ سبصٜ داسای  12ٔحّیدسجٝ آصادی 

 ٔؼّْٛ است.  ٟبإِب٘ تٕبْ جسٓ( ٚ ٔبتشیس سختی ثشای
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F}. ثشداس ٞستٙذتصْ ثٝ روش است وٝ اػذاد ٔجبٚس ثشداسٞب دسجب  آصادی وُ 
e
 G}     َثهشداس ٔؼهبد{F

e
} 

تٛا٘یٓ ثٝ ٔهبتشیس سهختی وهُ سهبصٜ     ثب ٕٞیٗ ٔفْٟٛ ٔیثشای إِبٖ خبظ دس ثشداس ثبس وُ سبصٜ است. 

 ثشسیٓ: 

                                                 

12 Local Degrees of Freedom 
13 Global Degrees of Freedom 
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ست وٝ وٝ ثش لست سختی وهُ  ٘اد ٟبإِب٘ ته هٟبی تٔبتشیس سختیتٛاٖ ٔجٕٛع  سا ٔی 
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     تبثیش ثشداس ٚ ٔبتشیس سختی یه إِبٖ دس ٔبتشیس وُ سا

 وٙٙذ. ایٟٙب ٔؼبدت  تؼبدَ ثشای ثشای اسٕجُ وشدٖ ٞستٙذ.ٔطخع ٔی

 ٞب دس وٙبس یىذیٍش٘ذ ثذیٗ غٛس  وٝ:إِبٖٔؼبدت  تؼبدَ ٘تیجٝ ثٝ ٞٓ پیٛستٗ 

 ٞب ٚ ثشاثش لشاس دادٖ آٟ٘ب ثب ثبسٞبی خبسجی )تؼبدَ(جٕغ ٘یشٚٞبی وّی دس ٌشٜاِف( 

 ٞب )سبصٌبسی( ثشاثش ٌشفتٗ دسجب  آصادی دس ٌشٜ ة(

ٔب  ،ا٘ذ ٚ ثٛسیّٝ ا٘جبْ ػّٕیب  لجُٞب اسضب ضذٜثبیذ تٛجٝ ضٛد وٝ تؼبدَ ٚ سبصٌبسی دس داخُ إِبٖ

 ٞب ٞستیٓ.تٟٙب ٍ٘شاٖ پیٛستٍی ثیٗ إِبٖ ٚ وٙیٓٞب ٘یض اسضب ٔیتؼبدَ ٚ سبصٌبسی سا دس ٌشٜ

 



 

 .ٔبتشیسٟبی ثبس ٚ سختی إِبٟ٘بٔبتشیس سختی ٚ ثبس وُ سبصٜ ثش اسبس  سٚش اسٕجُ وشدٖ :5هثال

لهبَ ضهشٚع ثهٝ    ضهٛد.   ٞب ضشٚع ٔهی  ٌزاسی ٌشٜ ٌزاسی إِبٟ٘ب ٚ سپس ثب ضٕبسٜ سٚش اثتذا ثب ضٕبسٜایٗ 

ٞهب   ٕ٘بئیٓ. دس ایٗ لبِت دسجٝ آصادی وُ ثشاثش ثهب تؼهذاد ٌهشٜ    ٌزاسی دسجب  آصادی وُ سبصٜ ٔی ضٕبسٜ

ثبضهذ. دس ایهٗ ٔسهئّٝ دٚ دسجهٝ آصادی دس ٞهش ٌهشٜ ٔطهخع         دس تؼذاد دسجٝ آصادی ٞش ٌشٜ ٔهی  ضشة

 طبٖ ٔیذٞذ.سا ٘  ٞب، ٚ دسجب  آصادی سبصٜ ضٕبسٜ ٌزاسی إِبٟ٘ب، ٌشٜ 13-4است. ضىُ  ضذٜ

 

 

 ضٕبسٜ ٌزاسی  ٌشٜ ٞب دس ٔختػب  وّی ثشای اسٕجُ وشدٖ 13-4ضىُ  

سبصٜ ثٛد. ٔبتشیسهٟبی   ایٗ ٔشلّٝ ثبیذ ثٝ د٘جبَ استجبط ثیٗ دسجب  آصادی ٞش إِبٖ ثب دسجب  آصادیدس 

ا٘ذ تصْ است تب ایٗ ٔبتشیسٟب ثش اسبس  سختی ٚ ثبس ٞش إِبٖ ثش اسبس دسجب  آصادی ٔحّی ثذست آٔذٜ

 دٞذ. ایٗ استجبط سا ٘طبٖ ٔی 14-4استجبط ثب دسجٝ آصادی وُ اسٕجُ ٌشد٘ذ. ضىُ 
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 1ثشای إِبٖ ٞبی ٚ استجبط ثب دسجٝ آصادی وُ ضٕبسٜ ٌزاسی  ٌشٜ ٞب دس ٔختػب  ٔحّی  14-4ضىُ 

 ٚ4 

سا ثش  سبصٜثشای تٕبْ إِبٟ٘ب استجبط ثیٗ دسجب  آصادی ٔحّی ٚ وّی سا ثذست آٚسدٜ ٚ ته ته اػضبء 

ثبس ثشداس سختی ٚ ػضٛٞبی ٔبتشیس ٞبی ثٝ ػٙٛاٖ ٕ٘ٛ٘ٝ وٙیٓ.  سٚی ٔبتشیس وّی سبصٜ اسٕجُ ٔی

 دس صیش ٕ٘بیص دادٜ ضذٜ ا٘ذ.  4ٚ  1إِبٟ٘بی 
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 1إِبٖ ضٕبسٜ  ٚ ثبس ٔبتشیس سختی
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ثههشداس ثههبس   
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 ٔحّی
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 4إِبٖ ضٕبسٜ ٚ ثبس ٔبتشیس سختی 

ٞبی ٔبتشیس سختی ٚ ثهشداس ثهبس ٔتٙهبظش ثهب     اسٕجُ ضذٜ وُ ثب جٕغ ِٔٛفٝ ٔبتشیس سختی ٚ ثشداس ثبس

 آیذ. ثذست ٔی 4ٚ  1ٞبی ٞبی وُ إِبٖضٕبسٜ
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 ٚ ثبس وُ سبصٜٔبتشیس سختی 

ثههشداس ثههبس   

 وّی             

 ٔحّی



 

  .وٙیٓاضبفٝ ٔی وُ سبصٜٞب ٚجٛد داضتٝ ثبضٙذ، ٔب دٚثبسٜ آٟ٘ب سا ثٝ ثشداس ثبساٌش ثبسٞبی خبسجی دس ٌشٜ

دسجهب  آصادی   دسجب  آصادی ٔتٙبظش ثهب   ثب تؼییٗ ثشداسی استجبط ثیٗٔب ٔؼٕٛت دس یه سٚش ضٕبتیه 

 ثػٛس  صیش ٔی ثبضذ. 4ٚ  1ایٗ ثشداس ثشای إِبٟ٘بی  وٙیٓ.سا پیذا ٔیوُ 

 

 :1ثشای إِبٖ ضٕبسٜ 

 

 :4ثشای إِبٖ ضٕبسٜ 

دس غهٛستی وهٝ    اسهت  1818ثشای ٔبتشیس سختی ٔحّی است. ٔبتشیس سختی وهُ  آدسسی LJ ثشداس

 است. 66ای ٌشٜ 3ٞبی ٚ ثشای إِبٖ 88ای ٌشٜ 4 ٞبیٔبتشیس سختی ٔحّی ثشای إِبٖ

 :1ثشای إِبٖ ضٕبسٜ  ٔثلاً

 :4ثشای إِبٖ ضٕبسٜ  یب ٔثلاً

 

 

 

 إِبٖ سٚی ٔبتشیس سختی وُ سبصٜضٕبتیه اسٕجُ وشدٖ ػضٛٞبی  4-15

سهختی  تٛا٘یٓ ٔبتشیسٟبی  ٚ ثذیٗ تشتیت ثب اسٕجُ وشدٖ ته ته إِبٟ٘ب سٚی ٔبتشیس سختی سبصٜ ٔی

 وُ سا ثذست آٚسیٓ.
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 ضشایظ ٔشصی 4-8-2

  تب صٔب٘یىٝ ضشایظ ٔشصی ثشای تب وٖٙٛ ٔب ضشایظ ٔشصی سا اغلا دس ٘ظش ٍ٘شفتیٓ. ٔسبئُ ٔىب٘یه جبٔذا

ٞهبی  ٔهبتشیس  ٟهب دس سهبصٜ،  ا٘ذ. ثذٖٚ اػٕبَ ضشایظ ٔشصی إِب٘٘طذٜ ثبضٙذ وبُٔ ثیبٖ ٘طذٜٟب تؼشیف آ٘

ٞهبی غهّت ٌٛ٘هٝ    ٞستٙذ. ثذیٗ ٔؼٙب وٝ سبصٜ تحهت ثهبس آصاد اسهت ٚ لشوهت    14یب ٔٙفشد سختی تىیٗ

ٞبی ویٕٙبتیىی اص لشوت جسٓ جٌّٛیشی وٙٙذ ٚ ٞب یب لیذٌبٜوٙذ ٍٔش آ٘ىٝ تىیٝ٘بٔحذٚد سا تجشثٝ ٔی

 ٘بٔٙذ.ؼبدَ سا تحت ثبسٞب ایجبد وٙٙذ. ایٗ لیٛد سا ضشایظ ٔشصی ٔیت

 دٚ ٘ٛع ضشط ٔشصی پبیٝ ٚجٛد داسد:یبسیٖٛ سلسبة ٚااص دیذٌبٜ 

 15)ضشٚسی( ٞٙذسی -1

 16)٘یشٚیی( عجیؼی -2

ٞبی اجضا ٔحذٚد ایٗ است وٝ ٔب تٟٙب ثبیهذ ضهشایظ ٔهشصی ٞٙذسهی سا تؼیهیٗ      تشیٗ ٔضیتیىی اص اغّی

ضشایظ ٔشصی ٔشثٛط ثٝ  ٌشد٘ذ.ٔشصی عجیؼی ثٝ عٛس ضٕٙی دس سٚ٘ذ لُ ٔسبِٝ اسضب ٔی وٙیٓ ٚ ضشایظ

ٕٞچٙیٗ دس تحّیُ ثٝ سٚش اجهضا ٔحهذٚد ثهشای     ضٛ٘ذ.دس ثشداس ثبس جب دادٜ ٔی ،ٞباثشا  ٘یشٚٞب دس ٔشص

 ثب دٚ ٘ٛع ضشایظ ٔشصی ٞٙذسی ٔٛاجٝ ٞستیٓ:ترییشٔىبٖ 

1- ٍٕٗٞ17 

 18٘بٍٕٞٗ )٘شٔبَ ٚ ٔٛسة( -2

افتٙهذ  ا٘هذ اتفهبق ٔهی   یظ ٔشصی ٞٙذسی ٍٕٞٗ دس جبٞبیی وٝ وبٔلا دس ثشاثهش لشوهت ٔمیهذ ضهذٜ    ضشا

ثشػىس ٕٔىٗ است دس ثؼضی ٘مبط ٔمبدیش غیش غفش ٔحذٚد ثشای ترییشٔىهبٖ ٚجهٛد    (.0 =)ترییشٔىبٖ

تفهبٚ  ثهیٗ    ٌبٞی(.ضٛ٘ذ )ٔثُ ٘طست تىیٝداضتٝ ثبضٙذ وٝ ضشایظ ٔشصی ٞٙذسی ٘بٍٕٞٗ ٘بٔیذٜ ٔی

ٝ     ضشایظ ٞهبی  ٔشصی ٞٙذسی ٘شٔبَ ٚ ٔٛسة ٘بضی اص جبیی سٚی ضشط ٔشصی اسهت وهٝ ثؼضهی اص ِٔٛفه

ضهشط ٔهشصی سا ٘شٔهبَ    ٞبی ٔمیذ ضذٜ ٔٛاصی ٔختػب  وّی ثبضذ ا٘ذ، اٌش ِٔٛفٝترییش ٔىبٖ ٔمیذ ضذٜ

 ضٛ٘ذ.ٌٛیٙذ ٚ دس غیش ایٗ غٛس  ٔٛسة ٘بٔیذٜ ٔی

                                                 

14 Singular 

 Geometric (Essential) Boundary Conditions
15

 
16 Natural (Force) Boundary Conditions 
17 Homogeneous 
18 Non-Homogeneous(Normal and Skewed) 



 

 

 شرایط هرزی هَرب 16-4شکل 

 ضشایظ ٔشصی ٍٕٞٗ ضشٚسیاػٕبَ  4-8-2-1

 ٚجٛد داسد. ضشایظ ٔشصی ٍٕٞٗ ضشٚسیدٚ سٚش ثشای اػٕبَ 

 سٚش اَٚ 4-8-2-1-1

-لهزف ٔهی  اص ٔبتشیس سختی ا٘ذ سا ٞبیی وٝ ٔمیذ ضذٜٞبی ٔشثٛط ثٝ دسجٝ آصادیتٕبْ سغش ٚ ستٖٛ

 ثبضٙذ.  ٔی ٔمیذ 18ٚ   17، 6، 5دس ایٗ سبصٜ دسجب  آصای  وٙیٓ. 

35 36

45 46

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

1 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

3 . . . . . . . . . . . . . . . .

4 . . . . . . . . . . . . . . . .

5 . . . . . . . . . . . . . . . . . .

6 . . . .

7

8

9
.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

Total stiffness matrix Total load

global

k k
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 
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 ضشایظ ٔشصی ٍٕٞٗ ضشٚسیاػٕبَ سٚش اَٚ ثشای  17-4ضىُ 

 دْٚسٚش  4-8-2-1-2

-ٌزاسی ٕ٘یدس سٚش دْٚ ٔب دسجب  ٔشثٛط ثٝ ضشایظ ٔشصی وٝ ترییشٔىبٖ دس آٟ٘ب غفش است سا اسٓ

دس یه . وٙیٟٓب غشف ٘ظش ٔیٓ اص آ٘یٟب سسیذٍٞٙبْ اسٕجُ وشدٖ ٞشجب وٝ ثٝ آ٘ وٙیٓ. سپس ثٝ

 LJRدٞیٓ ٚ ٞش صٔبٖ  ٔتٙبظش ثب دسجب  آصادی ٌیشداس سا غفش لشاس ٔی LJسیستٓ ولاسیه آدسس ثشداس 

ػّٕیب  اسٕجّیًٙ ضٛد ٚ  ثشاثش غفش ٌشدد، ػضٛ ٔبتشیس سختی یب ثبس آٖ إِبٖ اسٕجُ ٕ٘ی LJCٚ یب 

 یبثذ. ثشای ػضٛٞبی دیٍش ٔبتشیس سختی یب ثبس ادأٝ ٔی
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 ضشایظ ٔشصی ٍٕٞٗ ضشٚسیاػٕبَ ثشای  دْٚ سٚش 18-4ضىُ 

 )٘شٔبَ ٚ ٔٛسة(ضشایظ ٔشصی ٘بٍٕٞٗ اػٕبَ  4-8-2-2

دسهتٍبٜ ٔختػهب     لجُ اص تٛضیح دس خػٛظ اػٕبَ ضشایظ ٔشصی ٘بٍٕٞٗ تصْ است تهب دس خػهٛظ  

 دٞیٓ. ثیطتشی تٛضیح  دستٍبٜ ٔختػب  وّی ٚٔحّی 

 تجذیُ دستٍبٜ ٔختػب  ٔحّی ثٝ دستٍبٜ ٔختػب  وّی 4-8-2-2-1

ضٛد ٕٔىٗ اسهت ثهب دسجهب  آصادی     دسجب  آصادی إِبٖ وٝ اص آٖ ثٝ دسجب  آصادی ٔحّی ٘بْ ثشدٜ ٔی

سیستٓ دستٍبٜ ٔختػهب  ٔحّهی   ضٛد ٔتفبٚ  ثبضذ.  سبصٜ وٝ اص آٖ ثٝ دسجب  آصادی وّی ٘بْ ثشدٜ ٔی

ٌهشدد تهب    إِبٖ ثٝ إِبٖ دیٍش فشق وٙذ. ایهٗ أهش ثبػهث ٔهی     ٟب ٕٔىٗ است اص یهإِب٘اص یه ٞش ثشای 

٘جب ضٙذ. ثشای ثشاثش لهشاس   ساستب ٞٓی إِبٟ٘ب ثب یىذیٍش ٞب دسجب  آصادی تؼشیف ضذٜ دس ٔحُ ٔطتشن ٌشٜ

ٞهبی   دادٖ دسجب  آصادی إِبٟ٘ب دس ٍٞٙبْ اسٕجُ وشدٖ ثبیهذ دسجهب  آصادی إِبٟ٘هب سا دس ٔحهُ ٌهشٜ     

 . ٌشدددسجٝ آصادی وّی سبصٜ دس ٕٞبٖ ٌشٜ  ساستب ٞٓٔطتشن 

ثبضذ ٚ دس ایٗ ٔٛالغ ثشای  دس ثؼضی اص ٔٛالغ دسجب  آصادی إِبٖ دس ساستبی دسجٝ آصادی وّی سبصٜ ٔی

تٛاٖ ثشالتی ایٗ وبس سا ا٘جبْ داد ٚ ٘یبصی ثٝ ٕٞشاسهتب وهشدٖ دسجهب  آصادی لجهُ اص      اسٕجُ وشدٖ ٔی

 اسٕجُ وشدٖ ٘ذاس٘ذ.
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 دسجب  آصادی إِبٖ دس ساستبی دسجٝ آصادی وّی سبصٜ 19-4ضىُ 

 

تٟٙب دس یه دستٍبٜ ٔختػب  ٔحّی ثشسسی ضٛد وٝ ثشای ثشخی ٔسبئُ ثٟتش است وٝ تحّیُ یه إِبٖ 

 ،ٔختػب  وّی جسٓ ٔتفبٚ  است. دس ایٗ ٔٛاسد لجُ اص سبختٗ ٔؼبدت  ثشای اسٕجُ وشدٖ ٓثب سیست

ٔب ثبیذ سختی إِبٖ ٚ ثبسٞب سا ثشای سسیذٖ ثٝ ٔختػب  ٔشجغ یب ٕٞبٖ سیستٓ ٔختػب  وّی تجهذیُ  

 وٙیٓ.

استجهبط ثهیٗ    ثبضهذ.  (global)ٕ٘بیطٍش ٔختػهب  وّهی   gٚ   (local)٘طبٖ دٞٙذٜ ٔختػب  ٔحّی lاٌش 

 ٞبی إِبٖ دس ٌشٜ دس ٔختػب  ٔحّی ٚ وّی ثشای یه إِبٖ ثٝ غٛس  صیش است:تریشٔىبٖ

4-24 }]{[}{ gl utu  

 ا٘جبْ دٞیٓ: إِبٖ ضبُٔ دٚ ٌشٜ ایٞبی ٌشٜٔب ٕٔىٗ است تجذیُ سا ثشای ترییشٔىبٖ
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 ٚیب دس لبِت وّی:
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 .ٞبی إِبٖ استثشاثش تؼذاد ٌشٜ [T]ٞب دس ٔبتشیس [t]تؼذاد 

ستٖٛ سا ثشای لبِتی وٝ دسجب  آصادی ٔحّی ٚ وّهی ثهب ٞهٓ فهشق داس٘هذ      -یه  إِبٖ تیش 21-4ضىُ 

 دٞذ. ٕ٘بیص ٔی

 

 دسجب  آصادی ٔحّی إِبٖ ٚ ٔمبیسٝ ثب دسجٝ آصادی وّی سبصٜ 21-4ضىُ 

 تٛاٖ ثػٛس  صیش ٘ٛضت: استجبط ثیٗ دسجب  آصادی ٔحّی ٚ وّی سا ٔی
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 سٚاثظ ا٘شطی داسیٓ: ثش ایٗ اسبس
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داضتٝ تشیس سختی ٚ ثبس إِبٖ بثبیذ تجذیُ صیش سا ثشای ٔ ثش اسبس سٚاثظ ثبت اص اسٕجُ وشدٖلجُ ِزا 

 ثبضیٓ:
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 تشاٟ٘بدٜ ٔبتشیسثشاثش  ٔبتشیس ٔؼىٛسوٝ دس آٖ یه ٔبتشیس ٔتؼبٔذ است  [T]ٔبتشیس  ضٛد وٝ تٛجٝ

 د.ٕ٘ٛثؼذ اص تجذیُ ٔبتشیس سختی ٚ ثبس ٔی تٛاٖ ضشٚع ثٝ اسٕجُ وشدٖ است. 

ٔبتشیس سختی ٚ ثشداس ثبس ثب دس٘ظش ٌشفتٗ سیستٓ ٔختػب  ٔحّی ثذست آٔذ٘ذ ٚ سپس ثٝ  ضٛد تٛجٝ

ٖ   ،ٕٔىٗ است پس اص لُ سیستٓ ٔختػب  وّی تجذیُ ضذ٘ذ. ٞهب سا دس  ٞهب یهب تهٙص   دٚثهبسٜ ترییشٔىهب

 ٌیشد.ثخٛاٞیٓ وٝ ایٗ وبس ثب ٔبتشیس تجذیُ ثٝ سالتی غٛس  ٔیسیستٓ ٔختػب  ٔحّی 

 

 ت  تؼبدَ ثشای ضشایظ ٔشصی ٔٛسةاغلاح ٔؼبد 4-8-2-2-2

ایٗ ضهجیٝ   ،ٟب سا ثٝ لیٛد ٘شٔبَ تجذیُ وٙیٓضٛیٓ ٘یبص داسیٓ تب آ٘ٚلتی ثب ضشایظ ٔشصی ٔٛسة ٔٛاجٝ ٔی

 ٘جبْ دادیٓ.وّی اّی ثٝ ٔحٕٞبٖ وبسی است وٝ ثشای تجذیُ اص ٔختػب  

 اْ سا ثٝ غٛس  صیش ثٙٛیسیٓ:iتٛا٘یٓ تجذیُ سا ثشای ترییشٔىبٖ دس ٌشٜ ٔی

}]{[}{ '
iii rsr   



 

[si] ٞب است وٝ سیستٓ وّی ٚ ٔٛسة سا ثهٝ ٞهٓ   یه تجذیُ ٘مغٝ سبدٜ است وٝ ضبُٔ جٟت وسیٙٛس

 .([t])ٔثُ وٙذٔشثٛط ٔی

 ٘ٛیسیٓ:ثٝ غٛس  صیش ٔیإِبٖ دس ٔحُ ٔشص ای ٌشٜٞبی ترییشٔىبٖ تٕبْاوٖٙٛ تجذیُ سا ثشای ثشداس 
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[I]  ٔشتجٝ ثب  یىٝٔبتشیس ٓٞ[Si] ٞبی تؼذاد ٔبتشیسٚ  است[I] ثش سٚی لغش ٔبتشیس[S]    ثشاثش است ثهب

ٔؼهبدَ تؼهذاد    [Si]. ٔشتجهٝ  ٔیجبضهذ  [S]ٕٞبٖ ٔحُ ٌشٜ إِهبٖ دس ٔهبتشیس    [Si]ٚ ٔحُ  ٞبتؼذاد ٌشٜ

 ٞب یب ٕٞبٖ دسجب  آصادی دس ٞش ٌشٜ است.ترییشٔىبٖ

 ٘تبیج تجذیُ ثشای ٔبتشیس سختی ٚ ثشداس ثبس دس ایٗ لبِت ٘یض ثٝ غٛس  صیش است:
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ایٗ پشٚسٝ ثشای تجذیُ ٔشصٞبی ٔٛسة ثٝ ٔشصٞبی ٘شٔبَ وٝ دس ثهبت آٚسدٜ ضهذ لجهُ اص اسهٕجُ وهشدٖ      

ثشای ٔبتشیس سختی ٚ ثشداس ثبس ثبت  ِٝضٛد. دس ایٗ ٔٛسد ٔؼبدٔیسختی ٚ ثشداس ثبس إِبٖ ا٘جبْ ٔبتشیس 

ٝ   nضٛد وٝ اص ٔشتجٝ إِبٖ اػٕبَ ٔی  Nٔشتجهٝ    [s]است تب ٘سجت ثٝ ٔبتشیس سختی وُ ٚ ثشداس ثهبس وه

 داسد.



 

وهٝ ثهٝ غهٛس  ٘شٔهبَ     ا٘ذ یب تجذیُ ثٝ یه سیستٓ ٔٛسة ضذٜا٘ذ اوٖٙٛ ٕٞٝ ضشایظ ٔشصی ٘شٔبَ ضذٜ

ٝ  ٞب سا دس دستٍبٜ وّوٙٙذ. ٕٔىٗ است ثخٛاٞیٓ ٘تبیج ترییشٔىبٖسفتبس ٔی تهٛا٘یٓ  ٔهی  ی ثیبٖ وٙهیٓ وه

 تٛسظ ٔبتشیس تجذیُ ایٗ وبس سا غٛس  دٞیٓ.

 

 ضشایظ ٔشصی ٞٙذسی ٔؼّْٛ 4-8-2-3

ٔؼبدِهٝ  پهشداصیٓ.  دس ضشایغی وٝ ٔشص ٞٙذسی ٔؼّْٛ داسیٓ ثبیذ اثتذا ثٝ تفىیه ایهٗ ٔهشص اص ٔهشص آصاد ث   

 :خٛاٞذ ثٛد تؼبدَ وّی تفىیه ضذٜ ثٝ غٛس  صیشا
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{r1} ٖٞبی ٔمیذ ٘طذٜ یب آصاد است ٚ ثشداس ترییشٔىب {r2}ٖٞبی ٔؼّْٛثشداس ترییشٔىب.

 
11 1 1 12 2[ ]{ } { } [ ]{ }K r R K r   

[K11]  تٛا٘ٙذ ثٝ غهٛس  صیهش   ٔمیذ ضذٜ ٔیٞبی ٞب دس ترییشٔىبٖاِؼُٕ. ػىسغیش ٔٙفشد استٔبتشیسی

 ٔحبسجٝ ضٛ٘ذ:

2 12 1 22 2{ } [ ] { } [ ]{ }TR K r K r   

ٝ   {r2}ٚلتی وٝ ضشایظ ٔشصی ٍٕٞٗ ٞستٙذ  ای سهبدٜ  ثی ٔؼٙی است ٚ سٚ٘ذ لُ ثٝ عٛس لبثهُ ٔلالظه

 ٌشدد.ٔی

 یه ساٜ سٛدٔٙذ دیٍش ثشای تطىیُ ٔؼبدت  تؼبدَ اغلاح ضذٜ آسایص ٔؼبدت  ثٝ غٛس  صیش است:
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1لههشاس دادٖ  صیههش ثههشداس   ضههٛد.دس فههشْ ثههبت ترییههش ٔشتجههٝ دس ٔؼههبدت  ا٘جههبْ ٕ٘ههی 12 2{ } [ ]{ }R K r                        

وهٝ ثهب    [K]دس سغش اَٚ ٔبتشیس ٘یشٚٞب ثشای اػٕبَ ضشایظ ٔشصی ٘بٍٕٞٗ است. پس سغش ٚ ستٛ٘ی اص 

دٞهیٓ.  جهب ٔمهذاس ٚالهذ لهشاس ٔهی     ٘آایٗ ضشایظ ٔغبثمت داس٘ذ ثی اثش ٞستٙذ ثٝ جض ػضٛ لغشی وٝ دس 

 ضٛ٘ذ.ثبتخشٜ ٔمبدیش ٔؼیٗ ترییشٔىبٖ دس ثشداس ثبس لشاس دادٜ ٔی



 

اْ اتفبق افتبدٜ است، سٚ٘ذ ثبت ثٝ غٛس  صیش خلاغهٝ  jوٝ دس دسجٝ آصادی rjثشای یه ترییشٔىبٖ ٔؼّْٛ 

 ٌشدد:ٔی

1,2,3,..., 0

0 1,2,3,...,

1

i i ij j j

jm mj

jj

j j

R R K r for i N if r

K K for m N

K

R r

   

  





 

 ٔب٘ٙذ.ٔؼبدت  تؼبدَ ٔتمبسٖ ثبلی ٔیدٞذ وٝ ایٗ ػّٕىشد ثٝ ٔب اعٕیٙبٖ ٔی

 

 ٔٙغجك وشدٖ تىیٝ ٌبٜ ٞبی اتستیه دس ٔبتشیس سختی وُ  4-8-3 

تغجیهك یبثٙهذ. ایٟٙهب یهه ٘هٛع      تٛا٘ٙذ ثٝ آسب٘ی ثب سٚش اجضا ٔحذٚد ٞب( ٔیٞبی اتستیه )فٙشٌبٜتىیٝ

ٞهب ضهبُٔ جسهٓ یهب سهبصٜ      ٌبٜییشضىُ ٘سجی ایٗ تىیٝتروٙٙذ. ٔتفبٚ  اص ضشایظ ٔشصی سا ٔؼشفی ٕ٘ی

ٜ تىیٝ ا ی وٝس دس ٘مغٌٝسستٝ ضذٜ دس اجضا ٔحذٚد است. ضشایظ ٔشصی ٞٙذسی ٔؼَٕٛ سپ  ٞهبی ٌهب

-یذ سا ثشای ایٗ ٘مهبط اضهبفٝ ٕ٘هی   جذضٛ٘ذ. دس ػُٕ ٔب یه ٔؼبدِٝ ا٘ذ اػٕبَ ٔیاتستیه ٔستمش ضذٜ

ٌبٜ ثٝ آٖ اغهلاح  سٚی لغش اغّی ٔبتشیس سختی ثٝ ٚسیّٝ اضبفٝ وشدٖ سختی تىیٝ ٚ ثّىٝ غشفبً وٙیٓ

 ضٛد.ٔی

 

 حل هسائل در حالت کل  4-9

 ضٛ٘ذ:ٞبیی وٝ تبوٖٙٛ ثشای لُ یه ٔسبِٝ د٘جبَ وشدیٓ ثٝ غٛس  صیش ثیبٖ ٔیٌبْ

 پتب٘سیُ وُ ثشای ٞش إِبٖثىبسثشدٖ لضیٝ ا٘شطی  -1

 e=Ue-Weٚ ٔحبسجٝ  ثذست آٚسدٖ ٔیذاٖ جبثجبیی -2

ٞب ٚ تمشیت صدٖ ا٘شطی پتب٘سیُ وُ سبصٜ ) ایهٗ وهبس ٔؼهبدَ اسضهب وهشدٖ      وٙبس ٞٓ لشاس دادٖ إِبٖ -3

 ٞب است(تؼبدَ ٚ سبصٌبسی دس ٌشٜ

 ثشای ٔسبِٝ وشدٖ تبثغ ا٘شطی پتب٘سیُ وُ ثشای دستیبثی ثٝ جٛاة تمشیجی ٓٔیٙیٕ -4

ٙهی  ؼاػٕبَ وشدٖ ضشایظ ٔهشصی ) ٔهب تٟٙهب ثهٝ د٘جهبَ اسضهبی ضهشایظ ٔهشصی ضهشٚسی ٞسهتیٓ ی           -5

 ثٝ د٘جبَ اسضبی ضشایظ ٔشصی ٘یشٚیی ٘یستیٓ( ... ٞب ٚٞب ٚ ضیتترییشٔىبٖ



 

ٞب ٔب لبدس اوٖٙٛ ٔب ثبیذ ٔؼبدت  سا ثش لست ٔجٟٛت  ترییشٔىبٖ لُ وٙیٓ. ثؼذ اص ٔحبسجٝ ترییشٔىبٖ

ٞبی ٔٛجٛد إِبٖ سا ٘یض ثشای وبُٔ ضذٖ تحّیهُ لسهبة وٙهیٓ. ٟٔهٓ     ٞب ٚ وش٘صٞیٓ ثٛد تب تٙصخٛا

 وٙٙذ.ٞبی إِبٖ ضشایظ تؼبدَ سا ثشای یه إِبٖ تٟٙب اسضب ٕ٘یاست ثذا٘یٓ وٝ تٙص

ص٘هیٓ ٚ دس  دس وبسثشد اغُ ٔیٙیٕٓ وشدٖ ا٘شطی پتب٘سیُ وُ ٔب تؼبدَ سا دس سشتبسش جسٓ تمشیت ٔهی  

وٝ تمشیت ٔب اص ا٘شطی پتب٘سیُ وُ ٚ ثشای جٛاة  ٌشدد. اٌشچٝ ٍٞٙبٔیإِبٖ تؼبدَ اسضب ٕ٘ی داخُ ٞش

ٞبی مشیت ثٟتشی اص ِٔٛفٝت تبٞب یب ثب وٛچه وشدٖ ٔص ٕٞشاٜ است ٞب ثب اغلاح وشدٖ إِبٖترییشٔىبٖ

 تٙص لبغُ ٌشدد.

ٞهب یهب   ٔمهذاس ٔیهبٍ٘یٗ تهٙص   ٔٙغمی است وهٝ اص   ٞبی تمشیجی دسٌیش ٞستیٓ،ثٝ ػّت ایٙىٝ ٔب ثب سٚش

 ٞب دس ٔشوض إِبٖ استفبدٜ وٙیٓ.وش٘ص

 

 

 

 

 

 رخیرُ کردى هاتریس سختی کل 4-11

  ٚجٛد داسد. رخیشٜ وشدٖ ٔبتشیس سختی وُ ٘ذ ٚ سٚش خظ آسٕبٖ ثشایبدٚ سٚش ػشؼ ث

 19ػشؼ ثب٘ذسٚش  4-11-1

اػضبی غیش غفش آٖ ثهٝ ضهىُ   ٔتمبسٖ است ٚٔؼٕٛت یه ٔبتشیس ٔبتشیس سختی وُ ثب تٛجٝ ثٝ ایٙىٝ 

تٛاٖ تٟٙب اػضبی غیش غهفش سا دس یهه ثهشداس رخیهشٜ      ، ٔیا٘ذثبسیه ٚ ٘ضدیه ثٝ لغش اغّی پشاوٙذٜ ضذٜ

 وشد.

جٛیی، ثٝ جبی رخیشٜ وشدٖ وُ اػضهبی ٔهبتشیس تٟٙهب    ثشای غشفٝ NNثشای ٔبتشیس سختی ثب اثؼبد 

 ضٛد.)لسٕت ثبتیی( رخیشٜ ٔی  NBثخطی اص آٖ 

 ثبضذ. ٔی B ثشاثش٘ػف ػشؼ ثب٘ذ ٚ  2B-1 ثشاثشػشؼ ثب٘ذ (، 21-4غٛس  )ضىُ دس ایٗ 

                                                 

19 Bandwidth 



 

 

 سٚش ػشؼ ثب٘ذ ثشای رخیشٜ وشدٖ ٔبتشیس سختی 21-4ضىُ  

ٖ   ثیٗ ضٕبسٜ ثیطتشیٗ اختلافسا  Dاٌش  بْ ٍه ٞهب دس ٞٙ ٞبی ٔشثٛط ثٝ دسجب  آصادی دس ثهیٗ تٕهبْ إِهب

ٌهزاسی دسجهب    ضٛد وٝ دس ٍٞٙهبْ ضهٕبسٜ  اص ایٙجب ٘تیجٝ ٔی.  B=(D+1) ثذا٘یٓ آٍ٘بٜ اسٕجُ وشدٖ

یه إِبٖ تب لهذ  آصادی ثبیذ دلت ضٛد وٝ اختلاف ثیٗ ثضسٌتشیٗ ٚ وٛچىتشیٗ دسجٝ آصادی ٔشثٛط ثٝ 

وٓ ثبضذ تب اػضبی غیش غفش اص لغش اغّی ٔبتشیس خیّی دٚس ٘طٛ٘ذ. ثشای ایٗ ٔٙظٛس ثبیذ ضٕبسٜ  ٕٔىٗ

 ٞبی ٔجبٚس ٞٓ تب لذ أىبٖ ثب ٞٓ اختلاف وٕی داضتٝ ثبضٙذ.دسجب  آصادی إِبٖ

Kٞبی ٔبتشیس سختی یه ػضٛ  تٕبْ ِٔٛفٝ
e
(LJR,LJC)  ثٝ سٚی ثشداس A(L) ٘طیٙذ ٚ ایٗ ػُٕ ٔی

 ضٛد بٟ٘ب تىشاس ٔیثشای تٕبْ إِ

 

B 

B 

2B-1 

 ٞبی غفشػضٛ

 ٞبی غفشػضٛ

B 

 =2B-1  ػشؼ ثب٘ذ 

 B =٘ػف ػشؼ ثب٘ذ 

 NN ٔبتشیس سختی



 

 

For LJRLJC A(L)=A(L)+K
e
(I,J)  where  L=B*(LJC-1)+(LJR-LJC)+1 

For LJR<LJC A(L)=A(L)+K
e
(I,J)  where  L=B*(LJR-1)+(LJC-LJR)+1 

سٚش ػشؼ ثب٘ذ ثشای رخیشٜ وشدٖ ٔبتشیس سختی دس یه ثشداس 22-4ضىُ   

 وٙذ؟ٌزاسی صیش فشق ٔیثشای دٚ ضٕبسٜ Bآیب  توریي:

 

ضٕبسٜ ٌزاسی ٔتفبٚ  دس یه ٔص  23-4ضىُ   

K
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 21خظ آسٕبٖسٚش  4-11-2

ثشای سیستٓ ٔؼهبدت  ثهٝ   ثب٘ذ سٚش ٔٛثشی ثشای رخیشٜ سبصی ٔبتشیس سختی ٕ٘ی ثبضذ.  سٚش ػشؼ

است وٝ ثیطتشیٗ D تبثؼی اص  Bسبصی ٘یض ٕٔىٗ است وفبیت ٘ىٙذ. چٖٛ ضذ  ثضسي ایٗ سٚش رخیشٜ

ٕٓ ٔمهذاس ٔهبوضی   Bثٝ ػجبس  دیٍش چٖٛ  ٞب دس اسٕجُ وشدٖ داسد.اختلاف ضٕبسٜ سا دس ثیٗ تٕبْ إِبٖ

ثبضذ، ضٕبسٜ ٌزاسی ثهذ لتهی دس یهه إِهبٖ ٔٙجهش ثهٝ        اختلاف دسجب  آصادی دس ثیٗ تٕبْ إِبٟ٘ب ٔی

 ثشای وُ ٔبتشیس ٔیٍشدد. Bافضایص 

سٚش خظ آسٕبٖ ایٗ أىبٖ سا ٔی دٞذ وٝ دس ٞش دسجٝ آصادی ٔبوضیٕٓ اختلاف دسجٝ آصادی دس ٕٞبٖ 

تشتیهت   ثذیٗستٖٛ ٔشثٛعٝ سا رخیشٜ ٕ٘بئیٓ. ، تٟٙب شیس سختی وُٚ دس ثشداس ٔبت دسجٝ آصادی سا ثیبثیٓ

ثبضهذ   دس ٞش دسجٝ آصادی)ػضٛ لغشی ٔبتشیس سختی( تٟٙب یه ػذد وٝ ثیبٍ٘ش استفبع ستٖٛ ٔشثٛط ٔی

 سا تصْ داسیٓ.   

 

 

 سٚش خظ آسٕبٖ ثشای رخیشٜ وشدٖ ٔبتشیس سختی 24-4ضىُ 

 ثٙٛیسیذ Skyline اٍِٛسیتٕی سا ثشای ثذست آٚسدٖ ٔحُ ٞش ػضٛ ثٛسیّٝ سٚشتٕشیٗ: 

 

                                                 

21 Skyline Method 
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 هسالِ ًوًَِ:

ثب فشؼ یه دسجٝ آصادی دس ٞش ٌشٜ ثشای إِبٖ ٔشثؼی ٘طبٖ دادٜ ضذٜ دس ضىُ صیش ٚ ثب استفبدٜ اص  -1

 تبثغ ترییش ضىُ صیش: 

xyyxyxu 4321),(   

[T]اِف( ٔبتشیس 
 سا ٔحبسجٝ وٙیذ. 1-

u(x,y) = [N]{δسا ٔحبسجٝ ٕ٘بئیذ ثٙحٛی وٝ  [N]ة( ٔبتشیس 
e
}  ٚ{δ

e
ثشداس دسجٝ آصادی إِبٖ  {

 ثبضذ. ٔی

 

 

ثش اسبس دسجب  آصادی ٘طبٖ دادٜ ضذٜ ثشای ٞش إِبٖ  A  ٚBفشؼ وٙیذ ٔبتشیس سختی إِبٟ٘بی  -2

ا٘ذ. ایٗ إِبٟ٘ب سا دس ٔبتشیس سختی وُ سبصٜ ثش اسهبس دسجهب  آصادی ٚ ضهشایظ ٔهشصی      ٔحبسجٝ ضذٜ

 اسٕجُ ٕ٘بئیذ.دس دٚ لبِت اِف ٚ ة ٘طبٖ دادٜ ضذٜ 
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 لبِت اِف(
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 دسجب  آصادی وُ
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 دسجب  آصادی ٔحّی إِبٟ٘ب
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 ستٖٛ-تیش ساثشای A ،  B  ٚC دس ٘مبط  تٛضیح دٞیذ دس سٚش اجضاء ٔحذٚد چىٛ٘ٝ ضشایظ ٔشصی -3

ٌبٞی  ٘طست تىیٝ  Aداسای فٙش ٚ ٘مغٝ  B   ٚC٘مبط  ثشآٚسدٜ ٔی وٙیذ.دادٜ ضذٜ دس ضىُ  ٘طبٖ

 وٙذ.  ٚالذ سا تجشثٝ ٔی
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